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Résumé 

Dans cet article, on s'intéresse à l'équation de Schrodinger cubique en dimension 3. Grâce à une 
randomisation des données initiales, comme l'on fait N.Burq et N.Tzvetkov, on construit des 
ensembles de solutions globales pour des données qui sont dans L 2 (R 3 ), alors que le problème 
est Jï 1//2 (E, 3 ) critique. Le point clef de la démonstration est l'existence d'une estimée bilinéaire 
de type Bourgain pour l'oscillateur harmonique. 
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Dans cet article, on explique comment construire des solutions globales pour certaines 
équations de Schrodinger sur-critiques. On considère les équations de Schrôdinger sui- 
vantes : 

Ug + M-KW-H (NLS) 

[ û(0,x) = u {x), 

où K G {—1, 1} et p désigne un entier impair. Alors, on peut trouver dans [Tal] les théo- 
rèmes suivants : il existe un espace Xf. continûment injecté dans C°([— T, T], H s (R d j) 
vérifiant les faits suivants : 

- Si p < 1 + -j~2s ( cas sous -critique) alors pour tout R > 0, il existe Tu > tel que 
si ||uo||£rs(ii d ) < R, alors il existe une unique solution locale u <G Xf, à l'équation (NLS). 
De plus, l'application u e Bjys(0, R) — > u G Xf, est continue. Cela signifie que le pro- 
blème est localement bien posé. 

Si T peut être choisi égal à oo, on dit que le problème est globalement bien posé. C'est 
le cas par exemple si s = ou si s = 1 et K = 1. De manière générale, si K = — 1 ou si s 
est très proche de 0, le problème de globalisation est délicat. 

Dans le cas où le problème est globalement bien posé, il est naturel d'étudier le compor- 
tement de la solution en +oo. 

Par exemple, pour p = 3, d = 3 et s = 1, nous pouvons obtenir pour tout u G H 1 (R d ), 
l'existence de u + £ iJ 1 (R d ) tel que lim llu(t) — e ttA u+\ \H"(n d ) = 0- Lorsque cette pro- 

priété est vérifiée, on parle de "scattering". Il existe des situations où le problème est 
globalement bien posé mais où le scattering n'est pas vérifié. 

- Si p = 1 + (cas critique) , on peut démontrer l'existence locale d'une unique solution 
pour chaque donnée initiale comme dans le cas sous-critique, mais le temps d'existence 
de la solution ne dépend pas uniquement de ||uo||iî«(R<') et le problème de globalisation 
est un problème complexe. 

- Si p > 1 + jzïi (cas sur-critique), il existe une suite de réels t„ e E et une suite 
de fonctions u n e H s (R d ) telles que lim ||u n ||iï«f]a<^ = et lim ||w n (i„, OII/ffR"*) = 

où u n (t, .) désigne une solution de l'équation (NLS) avec donnée initiale correspondante. 
Par conséquent, le flot de l'équation (NLS) n'est pas continue en 0, le problème n'est 
pas bien posé et les méthodes usuelles ne permettent pas l'étude de l'équation dans cette 
situation. 

Dans la majeure partie de cet article, on s'intéresse au cas p = 3, d = 3 qui est donc 
H 1 / 2 ^ 3 ) critique et nous allons construire un nombre infini non dénombrable de so- 
lutions globales pour des données initiales qui sont moralement dans L 2 (R 3 ). Dans la 
section 9, on expliquera comment généraliser ce résultat (en dimension supérieure à 2) 
pour toutes équations de moins d'une demi dérivée sur-critique. 

Pour établir ce résultat, on utilise les idées de N.Burq, L.Thomann et N.Tzvetkov dé- 
veloppées dans [BT2] et [BTT] en rendant la donnée initiale aléatoire dans l'espoir de 
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gagner des dérivées dans un certain espace L p pour p^2. 

Tout d'abord, en section 4, on vérifie que la donnée initiale rendue aléatoire ne per- 
met pas de gagner de dérivées dans L 2 et que le problème reste sur-critique avec le 
même indice. On prouve également que notre donnée aléatoire est grande dans H s pour 
< s « 1. Ainsi, comme le théorème 2 de [CGP], nos solutions construites seront éga- 
lement valables pour des équations sur-critiques avec données initiales grandes. 

La preuve du théorème repose essentiellement sur deux résultats intermédiaires : 
-la transformation de lentille (utilisée en dimension 1 dans [BTT] et que nous pouvons 
généraliser en toutes dimensions) qui nous permet de se ramener à prouver un théorème 
d'existence locale sur ] — ^; j[ pour l'équation de Schrôdinger avec potentiel harmonique 
(voir section 2.3). 

-l'existence d'une estimée bilinéaire pour l'oscillateur harmonique (voir section 3) qui 
permet de gagner la demi dérivée sur les termes d'ordre 1 en uq. Cette estimée est l'ana- 
logue de l'estimée bilinéaire pour le Laplacian prouvée par Bourgain (voir [S] pour avoir 
une preuve). 

En sections 5 et 6, par analogie au théorème 1 de [CGI] ou le théorème 2 de [CG2], 
en utilisant les deux résultats intermédiaires précédents, on peut prouver que si la don- 
née initiale est assez petite pour une certaine norme alors nous pouvons appliquer un 
théorème de point fixe et obtenir une solution globale pour l'équation (NLS). 

Pour conclure, il suffit de vérifier que la probabilité que la norme de la donnée initiale 
soit petite n'est pas nulle. En utilisant les méthodes de N.Burq et N.Tzevtkov dévelop- 
pées dans les paragraphes 3 et 4 de [BT2] , en ayant choisi comme fonctions propres pour 
l'oscillateur harmonique les fonctions tenseurs pour avoir la meilleure décroissance pos- 
sible, on peut évaluer la régularité de la donnée initiale (section 7) et prouver le théorème 
(section 8). 

1. Introduction et notations 

En dimension d'espace d quelconque, on pose H = —A + x 2 l'oscillateur harmonique. 
On note les valeurs propres et h n les fonctions propres de H que l'on indexe par n£l, 
On a donc 

Hh n = \ 2 n h n , Vne IN. 
On note W s,p (R d ) et H s (ïïL d ) les espaces de Sobolev usuels. Puis, on définit les espaces 
de Sobolev harmoniques. 

Définition 1 L'espace H (R d ) est défini comme la fermeture de l'espace de Schwartz 
pour la norme 

IMI"fT(iR d ) = ll-^^IU 2 ^)- 

Définition 2 De manière similaire, l'espace W S ' P (lEl d ) est défini comme la fermeture de 
l'espace de Schwartz pour la norme 

\\ u \\w s ' p {n d ) ~ ll-^ S ^ 2u lli>(R d )- 
Dans [DG], nous pouvons trouver la proposition suivante : 
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Proposition 3 Pour tout 1 < p < oo, s > 0, il existe une constante C > telle que 

^IMIw s,P (IR d ) - ll VSu ll£ p (R d ) + Il < x >S u \\LP(K d ) < C|l u llvF 3 ' p (R d )' 

Pour simplifier les calculs, on suppose p = 3 et al = 3 dans l'équation (NLS). Néanmoins, 
les résultats peuvent être obtenus de manière similaire pour d > 2 car la preuve est basée 
sur l'estimée bilinéaire que nous démontrons pour d>2. 

On suppose que les fonctions propres de l'oscillateur harmonique sont données par les 
fonctions propres tenseurs, c'est à dire 

h n (x,y,z) = h ni (x)h n2 (y)h n3 (z) (1) 

où {-dl + x 2 )h ni = \ 2 ni h ni , (-d 2 + y 2 )h n2 = X 2 n2 h n2 , (-d 2 + z 2 )h n3 = \ 2 n3 K 3 
et X ni + A„ 2 + A„ 3 = A„. 

Ensuite, supposons donnée (fi, A, P) un espace de probabilité et (g n {^))ne^ une suite de 
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telle que E(\g n \ 2 ) < oo. 
Soit u G H a (R 3 ), c'est à dire 

u o(x) = C n h n{x) OÙ A n CT ! C "| 2 < 00 > 

et considérons l'application cj — >■ u (cj, .) de (fi, A) dans iJ (R 3 ) que l'on équipe de sa 
tribu borélienne, définie par uq(lu,x) — y^c„g n (cj)fe„(a;). 

On peut vérifier que l'application lu — > Uo(lu, .) est dans L 2 (fi, H (R 3 )) et on définit n 
comme la loi de cette variable aléatoire. Il est alors possible d'appliquer le théorème de 
transfert suivant : 

P(u G n/*(«o(w, .)) G A) = G îT(R 3 )/*( Uo ) G A), (2) 

pour toute application * : (ïf(R 3 ), £5(1^ (R 3 ))) -> (R, B(R)) mesurable et ensemble 
AeB(R). 

Premièrement, supposons que (g n (u))nen est une suite de variables indépendantes gaus- 
siennes complexes standards (c'est à dire que la densité de g n est donnée par ^e~' z ' dL 
où dL désigne la mesure de Lebesgue sur C) alors nous avons les deux théorèmes suivants : 

Theorem 4 Soient a G]0, ^[ avec u G i/ CT (R 3 ) et s + cr[, ators iZ existe un 

ensemble fi' C fi vérifiant les conditions suivantes : 
i) P(fi') > 0. 

Pour tout élément lu G fi', iZ existe une unique solution globale ù à l'équation (NLS) 
dans l'espace e ltA uo(uJ, .) + X s avec donnée initiale uq(u>, .). 
iii) Pour tout élément lu G fi', il existe L + et L- G H (R 3 ) ieZZes gwe 

lim \\ù(t) - é tA u {u,.) - e itA L+\\ H s (KS) = 0, 

lim \\ù(t) - e UA u (LU, .) - e UA L_\\ H s (n3) = 0. 
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De plus, pour tous a' > a et a e]0, 1], il existe deux constantes R et C > telles que 

- siu (£ ÏÎ CT '(K, 3 ) alors P(lo e Çl/u Q {u, .) G H a ' (R 3 )) = 0, 

- si uo € H" (R 3 ) avec IImoII— »' , ,> > -R afors 

P(tf)>(l- a ) Xe - C|W ^» 1,IW ^). 

Theorem 5 5i 5 > a > et w G ^(R 3 ) a/ors 

lim /x (u a G iî CT (]R 3 )/ on ait existence globale et scattering | HuoH/f"^) < = 1- 

Z)e pZws, si (uJ,Uq) € if (M 3 ) x if (R 3 ) afors pour tout e > 0, 
lim <S>fi 2 ( (uLul) G ff CT (R 3 ) x ff 7 (R 3 )/ûi et ù 2 

sont globales avec \\ùi - û 2 |U° < e I H^oHîT^) < »7, 1 1 1 1^ (]R3) < ^ =1, 

(4) 

om /Zi correspond à la loi de la variable aléatoire ui — ^ Wq(cj, .). 

Deuxièmement, on suppose que g„ = e*b n où (& n (w)) n eiN es t une suite de variables aléa- 
toires Bernoulli standards (l'espérance est nulle) et e > alors nous avons le théorème 
suivant : 

Theorem 6 Soient a e]0, \\ avec u G H° (R 3 ) et s | +a[ alors pour tout a e]0, 1] 
il existe une constante e > et un ensemble Q eiQ vérifiant les conditions suivantes : 

i) P{Q eiŒ ) > 1 -a. 

ii) Pour tout élément oj € fl e , a , H existe une unique solution globale ù à l'équation (NLS) 
dans l'espace e ltA Uo(u>, .) + X s avec donnée initiale Uq{uj, .). 

iii) Pour tout élément us G ft e , a , il existe L + et L- E H (R 3 ) telles que 

lim \\û(t)-e itA u (oj,.)-e itA L+\\ H s {R s ) = 0, 
lim \\û(t) - e ltA u (uj, .) - e itA L-\\ H s (n3) = 0. 
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De plus, on a la relation a = de £ l|uol W 3 ) et SI Uq iH (R 3 ) alors 

P(lu e îl/uo(w, .) e if S (R 3 )) = 0. 

2. Résultats préliminaires 

Dans cette section, excepté dans la quatrième partie, on suppose la dimension d'espace 
d quelconque. 

2.1. Les estimées de Strichartz pour l'oscillateur harmonique 

Dans ce premier paragraphe, on établit les estimées de Strichartz pour l'oscillateur 
harmonique. 
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Définition 7 Soient (q,r) <G [2,oo] 2 alors on dit que (q,r) est admissible si et seulement 
si 

2 d d 



(q, r, d) £ (2, oo, 2) et 
Définition 8 Pour s e II e£ T > 0, on définit 



q 2 r' 



X T = p| Li(l-T,T},W S ' r (R d j). 

(q,r) admissible 

Proposition 9 Pour tout temps T > 0, il existe une constante Ct > telle que pour 
toute fonction u e H (R d ), 



-itH 



Ull^s < CtIImIItt. 



IX 



Preuve. Quitte à remplacer u par e lTH u, il suffit de prouver l'estimation pour un certain 
T > 0, par exemple pour T = j. De même, quitte à remplacer u par H%u, on peut 
limiter la preuve au cas où s = 0. 



On a 



-itH 



u(t, x) 



1 



d/2 



^cos 2t 

Ainsi, si le couple (q, r) est admissible, on obtient 

Il -itH m 

II e u IU«(]-i,H£*-(R d )) 



, e ttA u { -tan2i, 

2 cos2£ 



x e 



/ 1 



\ cos 2t 

itA„ 



d/2 



x e ltA u [ -tan2i, 

2 cos 2t 



x e 



I e u llL9(R,L''(R £i ))- 



Puis, nous pouvons utiliser les estimées de Strichartz pour le laplacien pour conclure. EU 
Proposition 10 Pour tout temps T > 0, il existe une constante Ct > telle que pour 

tout couple (q,r) admissible, réel s et fonction F e L q ([T,T],W S,r (R d )), 



-i{t-s)H 



F(s)ds 



<C||F|| , — sr , 

— 11 U L"' ([-T,T],W • (R d )) 



Preuve. Il s'agit de la même preuve que celle des estimées de Strichartz pour le laplacien 
que l'on peut trouver dans [Tal]. En utilisant la proposition 9, par dualité, on obtient 



sH F(s 



H s (R d ) 



<C\\F\ 



L"' ([-T,T],W s,r (R d ))' 



Et finalement, on établit que 

-i{t-s)H 



F{s)ds 



— ^II-^Uls' ([-T,T],W s,r ' (R d ))' 



puis nous pouvons conclure en utilisant le lemme de Christ-Kiselev. 

6 



2.2. Quelques propriétés des espaces de Bourgain 



Dans ce second paragraphe, on définit les espaces de Bourgain puis on établit leurs 
différentes propriétés. 

Définition 11 On définit l'espace comme le complété de C£°(R*R d ) 

pour la norme 

\H\^s, b = J2\\ <t + x 2 n > b Kï^(t)\\% {R ,Li(m) 

= ^2 \\H s / 2 e ltH P n u(t, OlliKRi.j/^R))! 

où P n u(t) désigne la transformée de Fourier de P n u :=< u,h n >L 2 {R d )xL 2 (R d ) * h n par 
rapport à la variable temps. 

Remarque : Au vu de cette définition, il est important de noter que 
\\H s/2 e ltH u(t, .)\\ L 2 {Kd H b {R)) < \\u\\-s, b . 

Dans [Tal], corollaire 2.10, nous pouvons trouver la proposition suivante : 

Proposition 12 Pour tout temps T > et entier b > |, il existe une constante Ct > 

s b 

telle que pour tout entier s£Ee( pour tout couple admissible (q,r), si u G X alors 
u G L"([-T,T\,W"' r (R d )) et 

\\ u \\Li(l-T,T],W s,r (TH d )) — Ct||w||-^s,6. 

Dans les propositions 13 et 14, quitte à remplacer u par H s ^ 2 u, nous pouvons limiter la 
preuve au cas s = 0. 

Grâce au lemme 2.4 de [BGT2], nous pouvons établir la proposition suivante : 
Proposition 13 Pour tout 9 G [0,1], si b > alors il existe une constante C > 

s b 

telle que pour tout entier s et toute fonction u G X ' , 
Preuve. A l'aide de la transformée de Fourier inverse, on a 



l_ f <T + \ 2 n >» 
2tT Jr < T + A2 > b 



P n u{t) = — / — ^— =- x e ltT x P n u(r) dr. 



Puis, pour b > i, on obtient par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que 

\P n u(t)\ <C^<r + X 2 n > 2b \Ku(t)\ 2 dr^j V2 . 

Ainsi, en élevant au carré, en intégrant sur R d puis en sommant pour n G M, on obtient 
pour tout réel b > \ et fonction u G X ' , 

IMU°°(R,Z, 2 (R<*)) ^ C||u||-yO,6. 

Mais, par définition, 

ll u lli 2 (]R,i 2 (IR d )) = IMI^ ' 

donc le résultat suit par interpolation. 



Proposition 14 Pour toute constante 1 > 5 > 0, il existe deux constantes b' < \ et 
C > telles que pour tout entier seld toute fonction u € L 1+5 (R, H s (R d )), 

IMI-^s,-!,' < C\\ u \\li+s(k.,h 3 (r*))- 

Proof. D'après la proposition 13, on a par dualité que pour tout 6 e [0, 1] et b > il 
existe C > telle que pour toute fonction iieL^fl, L 2 (R d )) 



Ml-^o.-b < c|M| 2 



'Lî^ (R,L 2 (R. d )) 

Puis on choisit 9 = et b = 1 ~ 6 2 +s < \ pour obtenir la proposition. M 

Dans [Tal], lemme 2.11, nous pouvons trouver la proposition suivante : 

Proposition 15 Soit ip G Cq°(R) alors pour tout b > 0, il existe une constante C > 

telle que pour tout s € R et toute fonction u G X ' , 

\\tP(t)u\\-s, b < C\\u\\- S , b 

Enfin, on donne une dernière proposition dont la preuve peut être trouvée au lemme 3.2 
de [G] (en prenant b' = 1 - b et T = 1). 

Proposition 16 Soit ip e Cg°(R) alors pour tout 1 > b > \, il existe une constante 
C > £eHe gwe powr iowi s G R et toute fonction F e X , 



i>(t) f e-^-^ H F(s) ds 
Jo 



■^s . b 



À partir de maintenant, on pose T = j, puis on définit le nouvel espace de Bourgain qui 
va nous intéresser. 

Définition 17 On définit l'espace Xrf = X ' ([— T;T] * R d ) comme le sous ensemble de 
X 8 ' pour lequel la norme suivante 



inf ^ s , 6 avec w|[_ T>T ] = it j 



esi finie. 

La proposition 13 nous permet d'obtenir le résultat suivant : 
Proposition 18 Soient b>\ etseR alors Xj & M- C" ([-T,T],ÏJ s (R d )). 

2.3. La transformation de Lentille 

Dans ce troisième paragraphe, on définit la transformation de lentille puis on établit 
ses propriétés fondamentales. 

Définition 19 Pouru(t,x) une fonction mesurable de] — j; j[xWL d , on définit pour t G R 



et x G R d , la fonction ù(t,x) de la façon suivante : 



1 \ d/2 fl 



ù(t, x) = ■ x u - arctan(2f), , x e 1 + 4t ' 2 . 

Dans [Ta2], on peut trouver la proposition suivante : 
Proposition 20 Soit if G R alors, 



u est solution dei^-Hu = K cos(2t)^P- 1 ^- 2 \u\P- 1 u 

si et seulement siû est solution dei^ + Aù = K\ù\ p ~ 1 ù . 
Définition 21 Pour s e R, on définit 

X s = p| L q (R,W s - r (R d )). 

(q,r) admissible 

Proposition 22 Soit s > alors il existe une constante C > telle que pour tous 
p G [l,+oo] et q G [l,+oo] vérifiant | + ^ — | < 0, on a pour toute fonction u G 

L p ([-T,T],W 5 ' 9 (]R d )), 

IN|,LP(R,W=.'ï(R d )) < C|l u llLp([-T,T],W s, ' ! (R d ))- 

Preuve. Par interpolation, il suffit de prouver le résultat pour s = n e M. Soit a e M d 
avec |a| < n, alors grâce à la formule de Leibniz, on obtient 

1 V /2 [1 ... x 



d" , xul- arctan(2t), - x e^i^ 



Puis, comme 



d/2 

x 

0</3<a 



g, G)* (" G " cta " <2() - »)) x ar " ( eîï 

9 Q -' 3 (' e TT3P' % )| < C a I 1 + l |a ~ 



on établit 

\a*û{t,x)\< £ 

x |^u| f 1 arctan(2t), 



x 1 + 



|l«-/3| 



Par conséquent, 

ll^"«ll-L3»(R,-L9(Il d )) 

, <*/2+d/ç+|0| 

< 



Pour conclure, il suffit de remarquer que | + | — | + > pour /3 € JN d . 



Finalement, on a établi la proposition suivante : 

Proposition 23 Soient s > et u G X T a/ors û G X s et existe une constante C > 
feZZe ç«e pour tout u € X T; 

< C\\u\\^ 
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Et enfin, grâce à la proposition 12, on obtient la proposition suivante : 

Proposition 24 Soient 6>|,s>0ef«e X? alors û G X s et il existe une constante 

-—s . b 

c > telle que pour tout u G X T , 

\\Û\\x> < C\\u\\— s,b. 

2.4. Propriétés basiques des fonctions propres de l'oscillateur harmonique 



Dans ce quatrième paragraphe, on donne quelques estimations classiques des fonctions 
propres tenseurs de l'oscillateur harmonique. 

Proposition 25 Pour tout 5 > 0, il existe une constante C$ > telle que pour tous 
n,m,k E M 3 , 

IIMl«(rs) <CA- 1 / 4 (l 0g A„) 3 , (5) 

II^IU^dR.-) < ÇA- 1 / 6 , (6) 

\\Kh m \\mw) < C s ma,x(\ n ,\ m y 1/2+s , (7) 

< C 5 max(A„,A ro ,A fc )- 1 / 2+ ' 5 . (8) 

Preuve. Les estimations (5) et (6) sont très connues en dimension 1 (voir [KT] pour une 
démonstration) . 

Dans ce cadre en dimension 3, comme X 2 n = X\ x + A^ 2 + A^ 3 alors il existe i G (1,2,3) 

tel que A^. > 4f. 
Ainsi, on obtient 

l|frn|U 4 (R 3 ) = ll^nilU*(R)ll^n2lUj(R)ll^n3lU|(R) 

< CA-V^A- 1 /^- 1 / 4 log(A ni )log(A n2 )log(A„ 3 ) 

<CA^ 1 /4 (logAr() 3 ) 

car X ni < À n , Xn 2 ^ A n et X n3 < A n . 

Nous pouvons faire la même preuve pour l'estimation (6). 

Ensuite, l'estimation (7) est démontrée en dimension 1 dans [BTT]. 

On peut supposer que max(A„,A m ) — X n et max(À ni , À„ 2 , A„ 3 ) = A m , alors 

A^ > ^f- > ^f- > ^p. Puis, grâce à (5), on obtient 

||ft<n^m||z, 2 (R3) = ll^ni^mi||LJ(R)||/lm2^m 2 ||L2(]R_)||/l„3/l m3 ||i2(] a ) 

< ||/ln 1 /lmi||LJ(R)||/ln2lU*(R)ll^m2lU*(R)ll^n3lUî(R)l|/ l m 3 IU|(R) 

< C s X-^ +s . 

Pour l'estimation (8), supposons que max(A„, A m , Xk) — X n . Alors, en utilisant (6) et (7), 
on trouve 

\\h n h m hk\\L 2 (K 3 ) < ||/ln^m||L 2 (R 3 )||^fc||L°°(R 3 ) 

< C s mnx(X n ,X m ,X k )- 1 / 2+5 . 

Ce qui démontre la proposition. 
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Lemma 26 Pour tout s G R, il existe une constante C > telle que pour toutes fonc- 
tions f,g,h£ H (R), 

\\.f{x)g{y)h(z)\\ W{R3) <Cx {\\f\\H^ K) \\g\\L^M.)\\h\\ L ^n) + ||/||l 2 (r)IMI7T(r)INI£ 2 (ir.) 

+ \\.f\\L2(K)\\g\\L2(R)\\h\\ Wm ). 

Preuve. Il suffit d'établir le résultat dans le cas où f(x) — h n (x), g(y) — h m (y), h{z) = 
h k (z). 

Dans ce cas, on a 

\\f{x)g{y)h{z)\\ W(R3) 
= || H^[f{x)g{y)h{z)] \\ L 2 {R3) 
= Il (\ 2 n + X 2 m + X 2 k y /2 [h n (x)h m (y)h k (z)} || L2(R3) 

+ X s m \\h n (x)h m (y)h k (z)\\ 

+ X k \\h n (x)h m (y)h k (z)\\ L 2( K3) 

< ||^n||# s ( R )||/lm||,L 2 (R)||Zî.fc||,L 2 (R) + ||/l„||L 2 (R)||Zlm||# s ( R )||/lfc||l, 2 (R 3 ) 

+ ll^n||L 2 (R)ll^m||L2( R) ||/l fc ||- 5 -a^ R ^. Kl 

Proposition 27 Pour tout S > et s e [0,1], iZ eiisie une constante C > £eZZe gwe 
pour ious n, m, fc G M 3 , 

Il h n h m | |"fp(R3) < C x max(A n , A m ) ^ , 

Il Zi™Zi m Zifc||-H- 3 ( E 3) < C x max(A„, A m , A fe ) s ~ 1/2+<5 . 

Preuve. Grâce à (7) et (8), par interpolation, il suffit d'établir les inégalités pour s = 1. 
Pour la première inégalité, on peut supposer que max( A„ , A m ) = A„ et max(A ni , A„ 2 , A„ 3 ) = 
Am ■ 

En utilisant le lemme 26, (5) et le lemme A. 8 de [BTT] avec 9 = 1, on trouve 

H^n^mll - ^ 1 ^) < C X (||/l ni h mi Wjj 1 ^ + \\hn 2 hm2 ll'ff 1 ^) 1 1 ^"3 ^™3 ] I l'y 1 (R) ) 

< C x (max(A ni , A„ ll ) 1 / 2+<5 + max(A„ 2 , A m2 ) 1 / 2+<5 + max(A„ 3 , A m3 ) 1 / 2 +*) 
<Cxmax(A„,A m ) 1 / 2+5 . 

Pour la seconde inégalité, on peut supposer que max(A„, A m , X k ) = A„ alors, grâce à 
l'inégalité précédente, 

\\h n h m h k \\jji ^ R3 j < H/ln/lmll^ 1 ^3)11^1 U°°(R 3 ) + ll^n^m||L 2 (R3)||Zlfc||M/i>~(R3) 

<Cx max(A„, A m ) 1/<2+,5 A^ 1/6 + C x max(A„, A m ) _1 / 2+5 A^ 6 

< C x max(A„,A m ,A fe ) 1 / 2 + 5 . H 

Proposition 28 Soient ô > 0, l > 4 et N > 1, alors il existe une constante Cn > 
telle que si on suppose 



Xm > ^nt" 5 e ^ ^"2 ^ ^n 3 > •■• > A„„ ceZa implique 



que 



< C;vA„, JV . 
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Preuve. En utilisant (5) et (6), on obtient 



E 3 



J[h ni (x)dx < A" 2 * x \\H k {\\h ni )h ni \\ L i {Wi3) 

i=l i=2 

l 

< Ki k x II JJ^thIIh 2 *(r 3 ) 



i=2 



(i-!)(R3) 



2 A' 



< C k x f ^ 

< C" fe x A^, Vfc e M*. Kl 

Soit r? G Qf(R) telle que r?(0) = r](l) = 1 et r?(2) = 0, alors on définit pour N = 2 k la 
suite d'opérateurs suivante : 



Ajv(m) 



H AH 

Mjyï) ~^J^)) U pour N >1, 



sinon. 
Remarquons que si A„ ^ [-y, 2./V] alors Aj^(h n ) — et que ^2 Ajv(m) = u - 



N 



Lemma 29 // existe b' < \ tel que pour tous S > et K > 1, on ait l'existence d'une 
constante Ck > telle que si on suppose Ni > N^ +S et N 2 > N 3 > N4 alors pour tous 



r 4 

/ A J v 1 (u 1 )A A r 2 (u 2 )A A r 3 ( U 3)A A r 4 (w4) < C K N^ K TT \ \ A N% (m) 1 1-0,6' . 

Preuve. On commence par étudier le cas où Ui(t, x) — Ci(t)h ni {x). D'après les propositions 



28 et 13, on trouve 



/ A Nl (u 1 )A N2 (u2)A N3 (u 3 )A Ni (u4) 

JR*R 3 

f 4 A 2 

/ 17 < t ) (^) c i( t ) h nA x ) dt dx 

^fl ^â) x / \d(t)..Mt)\dtx [ 
i=1 iV i Jb, Jm 



h ni (x)...h n4 (x) dx 



i=l * i=l 



J(R) 



AjV i (w,)||L4(R,Z,2(R3)) 

i=l 
4 



i=l 
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Pour le cas général, on pose Ui(t,x) — c i.k(t)hk(x), alors 

feeK 



R*R 3 



Ajvx (ui)A N2 (u 2 )A N3 {u 3 )A N4 (u 4 ) 



< 



/ Ajv 1 (ci,fc 1 /lfc 1 )Ajv 2 (C2,fe 2 /lfe 2 )AjV3(C3 ) fc 3 ftfc3)AjV4(C4,fe4'lfe4) 



fcl,fe 2 ,fc3,fc. 



<c k n^ k 51 nn^^^ 



\ k 1 ,k 2 .k 3 ,k4 i=l 

$^||A JVi (c iifci fc fci )ll^o,»' =J2J2W <T + Xn>b ' Pni^MhkMl^Ll 



(H-)) 



fei n 



— 51 II < T + ^" >b -P«( C i,™' l ™)llL2(] Rii 2( R d)) 
n 

= 11^11—0^'. 

Proposition 30 Pour tout s > 0, il existe deux constantes Ci > et C 2 > telles que 
pour tout neK, 

C\\ S n < ||V S /l n ||L2( R 3) < C 2 Â*. 

Preuve. En utilisant la proposition 3, on a 

C (||V S ft,„|| L 2(R3) + Il < X > S /l n ||l, 2 (R3)) < — | | (K 3 ) 

< C (||V s /i„|| L 2 (R3) + Il < x > s h n \\ L 2 (m ) , 

puis 

C"||V S /l„|| L 2( K 3 ) < X S n <C ^||V S ft,„|| i 2( R 3) + ||V S (/l„)|| L 2( R 3) + ||/i„||l 2 (r 3 )) • 

Mais comme les fonctions propres sont les fonctions tenseurs alors |/i„(x)| = |/i n (a;)|, car 
cette égalité est vraie en dimension 1, et le résultat suit. Kl 

3. L'estimée bilinéaire pour l'oscillateur harmonique 



L'objectif de cette section est d'établir une estimée bilinéaire de type Bourgain pour 
l'oscillateur harmonique. On suppose la dimension d'espace d > 2 et on propose de 
prouver le théorème suivant : 

Theorem 31 Pour tout S e]0, |], il existe une constante C > telle que pour tous 
N, M, u et v, 



e ltH A N (v) e îtw A M (M)|| i 2 ([ _ 1;1]ii 2 (Rti)) 



< C x min(7V, M)~ x 



mm(N, M) 
max(iV, M) 



1/2-5 



x l|Ajv(^)||L2(R<i)||AM(u)|| L2 ( R( i). 
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On remarque que pour prouver le théorème 31, il suffit de prouver le théorème suivant : 
Theorem 32 Pour tout 6 €]0, \], il existe une constante C > et un réel e > tels que 
pour tous N, M, u et v, 

\\e itH A N {v) e UH A M (u)\\ L 2 ([ _ e . ehL 2 (m) 
<Cx min(iV,M)^ x x \\A N (v)\\ L 2 {nd) \\A M (u)\\ L 2 (Kd y 

En effet, on peut remplacer u par e lcH u et v par e tcH v pour obtenir 
\\e^ H A N {v) é^ H A M {u)\\ L 2 {[ _ t . e]iL 2 (nd)) 

<Cx min(AT,M)^ x x ||A N (w)|| L 2 (Rd) ||A M (u)||L^)- 

Puis, on utilise le changement de variable t < — > t + e et le théorème (32) pour trouver 
que 

\\e ttH A N (v) e ttH A M (u)\\ L 2 ([ _ e . 2elL 2 (nd)) 

<Cx min(iV,M)^ x ( ™x(^M) ) X \\ A N^)\\LH^)\\^M(u)\\ L 2 {Md) . 

On peut ainsi itérer le procédé 2E(^) fois pour établir le théorème 31 et on cherche donc 
à montrer le théorème 32. 

Soit r < 1 et <j> e Cg°(R) qui vérifie 

1 pour x e [1/2; 2], 



<Kx) = 



pour a; G [0,1/2 - r] U [2 + r,oo[, 



et posons A^ = </>(^-). Alors en utilisant que </>(a;) * — 7/(4x)) = î](x) — î](4:x) pour 
tout a; € R, on a la proposition suivante : 
Proposition 33 Pour tout N, on a 

A' N oA N = A N . 

Par conséquent, pour prouver le théorème 32, il suffit de montrer le théorème suivant : 
Theorem 34 Pour tout S e]0, |], il existe une constante C > et un réel e > tels que 
pour tous N, M, u et v, 

\\e itH A' N (v) e itH A' M (u)\\ L 2 {[ _ e . iehL 2 {Kd)) 

^„ . ,, T ,,.i=i ( min(JV, M) \ 1/2 ~ 5 

< Cmm(N,M) * x j x IMU^NU^)- 

En effet, si le théorème 34 est vérifié, nous pouvons appliquer cette inégalité à v remplacé 
par An(v) et u remplacé par Am(u) puis nous pouvons utiliser la proposition 33 pour 
obtenir le théorème 32. 

Cas M ~ N avec M > N : 
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Pour d = 2, nous pouvons utiliser les inégalités de Strichartz (soit le théorème 9) pour 
trouver que 

\\e itH A' N (v) e itH A' M (u)\\ L2{[ _ £ . e]iL 2 {Rd)) 



< 



\\e ttH A N {v)\\ L 4 {[ _ e . e]iLHm) x \\e ltM A' N (v)\\ LH[ _ e , elLHnd)) 



< \\e itH A' N (v)\\ L 4 Q _ n . M ^ {Kd)) x ||e î * ff A' Ar ( u )|| L 4 (] _ Tr . 7r[iL 4 (]R£i)) 

< CIIA'jv^)!!^^) x \\A' N (v)\\ L 2 {Kd) 

< c|klU 2 (R d ) x IMU 2 ^)- 

Pour d > 3, en utilisant encore le théorème 9 et les injections de Sobolev, on établit que 

\\e itH A' N (v) e itH A' M (u)\\ LH[ _ e .^ L2{m) 

< \\e* tH A' N (v)\\^ MLd(Rd}) x \\e itH *N(v)\\ L2{[ _ e;e] L ^ m) 

< ||e îtff A' N (î;)|| _ d -2 2 Ile'^A'jv^)!! m 
<q|A^M||_^ (R£i) x||A^(«)|| i2(Rd) 

d-2 

< CA^ _2_ ||w|| i 2 (]R£ i) x ||M|| i 2 (R d ) . 

Finalement, si nous posons % = A' M (u) et ujv = A' Ar (u), on se ramène à démontrer que 
pour tout <5 g]0, |], il existe une constante C > et un réel e > tels que pour tous 
N, M, u et v, si M > ION alors 

||e îtH î; w e îtff u M ||L2 (h ^ £]ii 2 (R£!)) < CN^ ( — J \\v\\ L 2 {Rd) \\u\\ L 2 (I , d) . (9) 

Pour démontrer ce dernier résultat, on commence par donner quelques notions élémen- 
taires sur les opérateurs pseudo-différentiels. 

3.1. Outils sur les opérateurs pseudo-différentiels et applications aux fonctions propres 

Définition 35 Pour m G M,, on définit T m comme l 'espace vectoriel des symboles q{x,^) G 
C°°(IRd x vérifient pour tous a G lN d et (3 G !N d ; l'existence d'une constante C a j 

telle que pour tout (x, £) G R d x H d , on ait 

\d^ q (x,o\<c a j 3 a + \x\ + \t\y n - p - 

Définition 36 Pourra G R, on définit S m comme l'espace vectoriel des symboles q(x, £) G 
C loo (]R <i x R d ) qui vérifient pour tous a G lN d et (3 G JN d , l'existence d'une constante C a $ 
telle que pour tout G R d x R d ; on ait 

\d^q(x,0\<C a Al + \m m - p - 
Définition 37 Pour q G 5" n U T m et h > 0, on pose Oph{q) l'opérateur défini par 

Ph (q)f{x) = (2nh)- d [ e^~y^ h q(x, Of(y) dydÇ 

JTR d x~R d 

= (27r)- d f e**tq{x,hÇ)f(0 

JR d xTR. d 

Dans [M], on peut alors trouver les deux théorèmes suivants : 
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Theorem 38 Soient q 1 G S ml (respectivement T ml ) et q 2 G S m2 (respectivement T m2 ) 
alors il existe un symbole q G S mi+m2 (respectivement T mi+m2 ) tel que 

Oph{qi) o Op h (q 2 ) = Op h (q) 

avec 

q= E ^ d^ qi d^q 2 +h N+1 r N oùr N G S ml+m2 ^ N+ ^ (respectivement T ml+m2 ^ N+ ^). 

\a\<N 1 

Theorem 39 Si q(x,Ç) G S alors pour tout sel, il existe une constante C > telle 
que pour tout h g]0, 1] et u G H s (R d ), 

\\Oph(q(x,Ç))u\\ H sÇR*) < C\\ u \\hs(ri)- 

On énonce ensuite la propriété suivante qui va permettre d'inverser l'oscillateur harmo- 
nique modulo un terme de reste très régularisant. 

Proposition 40 Soit S > et définissons la fonction r\ G C°°(R d ) telle que 



r){x) 



si \x\ < 1 + S, 

1 si \x\ > 1 + 2(5. 



Posons p(x, £) = £ 2 + x 2 — 1 et définissons H] x = Oph(p) G Oph{T 2 ) alors pour tout N G 
M*, il existe deux opérateurs pseudo-différentiels En G Oph(T~ 2 ) et Rn G Opu{T~^ N+r> ) 
fete çwe 

E N oH h = rj + h N+1 R N . 

Preuve. On pose 

eo = — G T- 2 . 

et pour n > 1, on définit e„ par récurrence de la façon suivante : 



Enfin, on pose 



p ^ i\ a \ 

\a\+j=n,jjtn 



E N = Op h ( E h3e 3 

,0<i<AT 



Alors, par la proposition 38, 



En o H h = O/^ ^ h?ej o Op h (p) 



\0<j<N 



= °M E ^d^p + h N+1 r N 



,\a\+j<N 



21' 

,|a|+j<JV 



JV 
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avec R N = Ph (r N ) E Op h (T"^ 1 )) . 
Or 

^ j^\a\-\-j ^ ^ 

E —^r d t e 3 d > = e ^+ E E -R d i e i d *p 

\a\+j<N 1<1<N \a\+j=l 



= v+ E M E i^^p+cp] 



On peut donc maintenant établir une propriété fondamentale que vérifie les fonctions 
propres de l'oscillateur harmonique. 

Proposition 41 Pour tous entiers K et N , pour c > 1 et 1 < p < oo, il existe une 
constante C > telle que pour tout bêM, 

|| < x > K h n \\ LP{lxl > cXn) <ck n . 

Preuve. Comme (—A + x 2 — A 2 )/i„ = 0, en posant h = jz- et $(a;) = h n (X n x) alors 
(-fr 2 A + :r 2 -l)$ = 0. 

Soient <5 < f et x e C°°(R d ) telle que 

si \x\ < 1 , 



f si |x| > f + (5, 

si |z| < 1 + 2(5, 

1 si b| > f + 3(5. 



X(z) = 

et x e C tx> (R d ) telle que 

x(z) = 

Alors 

H h ( X $) = -h 2 A x <S> _ 2h 2 Vx.V$. 
Puis, grâce à la proposition 40, on trouve 

r?x$ = -E N {h 2 A x <S> + 2/i 2 Vx-V$) - h N+1 R N ( X $). 

Et finalement, 

< x > K xnx® = - <x> K x~E N (h 2 A X <S> + 2/i 2 Vx-V$) - < x > K x~R N (x<S>). 

Estimation de < x > K x~En(Ax§) : 
On a 



x(x){E N A X *){x) = [ e^~y^ h E N (x,0(^)(y) 

{2irh) d ye,i<|j,|<i+ 5 

Comme \x\ > 1 + 2(5 alors (a; — y\ > ô. 

Puis comme f, < f, fi + fi 1^*1 on peut se ramener à 

J |:r-y|><5 — J\xi-yi\>S J\x 2 -y2\>5 J\x d -y d \>8> * 
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traiter le terme où \x\ — yi\ > S. 

De (i( X i- Vl ))M d^e l ( x ~ y ^/ h = e l( - x ~ y ^/ h et d'une intégration par parties, on déduit 

<x> K x(x)(EnA X <Ï>)(x) 

Par conséquent, comme En € T~ 2 , on trouve 

| < x > K x{x)(E N A X *)(*)\ < Cxh M ~ d x\x(x)\x [ - , \ {Ax ^} M _ K dÇdy. 



c,i<i»i<i+« (i + NI + iei) 2+M - K 

On peut ensuite supposer que 2 + M — K > 2d (ce qui est possible puisque dans le cas 
où 2 + M - K < 2d, on refait le même calcul avec M' > M vérifiant 2 + M' - K > 2d 
puis il suffira de majorer h M par h M ) pour obtenir 

K T7/™\ I Z7 A -, w I ^ w uM — d x , MA 1x^)1 



| < x > K x(x)(E N A X $)(x) x\<Cx h M - d x ||A x $|| L2(R£i) x 



{l + \x\) 2 + M - K - d ' 

Et finalement, pour tous entiers M et K, il existe une constante C > telle que pour 

tout h e]o,i], 

H < x > K xE n (A x $)\\l*(b.*) < C x h M - d m\ L 2 {nd) . 



Estimation de < x > K x~E N (V X .V$) : 

Comme $ satisfait — /i 2 A$ + x 2 $ = $ alors /i||V$|| i 2( Kt i) < ||$|| L 2( IR£ i) puis nous pou- 
vons procéder comme pour le premier terme pour obtenir le même genre d'estimation. 

Estimation de h N+1 < x > K xRn(x^) ■ 
On a 

h N+1 <x> k x(x)Rn(x^)(x) 
= h N+1 x -Ly x f S*~vK <x> K x(x)r N (x, ^(x*)(0 dÇ 

(27Tj a J R d 

avec 

< x > K x(x)rAr(x, G J 1_JV_1+ ' Fs: C T° C 5° pour JV > Jf - 1. 
En utilisant le théorème 39 et les injections de Sobolev, on trouve donc 

\\h N+1 < x > K X(x)R n ( X *)(*)\\l 

< \\h N+1 <x> K x(x)R N (x<S>)(x)\\ H d / 2 + 1 (R d ) 

< C x h N+1 x \\x*\\ H *,*+ 

< C x h N+1 x ||$|| JÎ <i/2+i( R< i). 

Finalement, on obtient pour tous entiers K et N, pour tout p G [1, oo[ et c > f , l'existence 
d'une constante C > telle que pour tout < h < 1, on ait 

|| < X > K $||lp(|x|>c) < C X h N X \\<ï>\\ Hd/ 2+i (Rd) . 
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Puis, en retournant à la variable initiale, on trouve que pour tous entiers K et N, pour 
tout p G [1, oo [ et c > 1, il existe une constante C > telle que pour tout < h < 1 et 
nel avec h = on ait 



< Vhx > K h n \\ LpQxl > cXn) <Cx h N-d/(2 P )-d/4-l/2 x \\ hn \\ Hd/2+1(Rd) 

<cxh N - d /^- d /^x\\h n \\- d/2+1{m 

<Cxh N - d /^- d ^x\\h n \\ LHRdy 



Or 

|| < X > K h n \\ L pQ x \> c x n ) < ||/ln||l,P(|x|>cA„) + h~ K/2 \\ < Vhx > K /l n ||LP(|x|>cA„) 

< Cxh N- d/i 2 p) - d/ 2-l-K/2 xllhnllL2{nd) 

<Cx\^ N + d /r+ d + K +>x\\h n \\ LHm . 

Ce qui démontre la proposition. K 
On termine la section avec une propriété de calcul fonctionnel qui explique que certains 
opérateurs peuvent être approximés par des opérateurs pseudo-différentiels. 
Proposition 42 Soient $ G Cg°(R) et X 2 G Qf (R d ) avec X 2(x) = 1 pour x G B(0,1+). 
Alors pour tout TV G IN* et s > 0, il existe une constante Cjy. s > telle que pour tout 
fte]0,l] eiue L 2 (R d ), 

N-l 

\mx 2 + (hD) 2 )u- VOp h (y 3 (x,0)X2u\\ Hs(Rd) <C NtS h N - s \\u\\ L 2 m , 
j=o 

où V {x,Ç) = $(x 2 +C 2 ), Supp(V j) c ((x,Ç)/x 2 + £ 2 G S«pp(*)) et e T"-» C 5°. 
Preuve. On se sert de la proposition 2.1 de [BGT2]. 
Si X1X2 = Xi a l OTS 

JV-l 

\\*(x 2 + (hD) 2 ) X iu- ]T hWp h {^ 3 {x,0)X2u\\ H , {m < C N , s h N - s \\u\\ L 2 {nd) , 
avec V (x,Ç) = $(x 2 +£ 2 ), Supp^fj) C ((x, £)/x 2 + £ 2 e Supp{$)) et ^ e T^. 



Puis, il suffit de choisir correctement xi pour avoir 

||$(x 2 + (hD) 2 )(l - Xi)«llff.(R«) < ^llull^CR-), 

c'est à dire 

II* (^) ( x - Xi) (jfj u\\hs(k") < N-°°\\u\\ L 2 {Kd) , 
où A'' 2 = i. Comme $ est bornée et à support compact, on trouve 

||$ (Jpj v\\ HS(nd) < N s \\v\\ L2(Kd) , Wv G L 2 (R d ) 



11 suffit de vérifier 



(1 - Xi) (jj) u\\l2(ri) < N °°\\u\\ L 2 {Rd) , 



pour u = h n , pour tout n G M. 

Il suffit alors d'utiliser la proposition 41 avec xi = 1 sur 5(0, 1 + ). 
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Revenons à la preuve de l'inégalité (9). On peut écrire 

f4x 2 \ f4x 2 \ 

UM = X \JP j U M + {l-X) J UM 

avec x € Cg°(R d ) vérifiant 

, 1 si \x\ < ^, 

X(x) = { 16 

si |a;| > 1. 

Et, par l'inégalité triangulaire, nous devons estimer les deux termes suivants : 

/4ar 2 \ 

\\e ltH X [jp) u m e ttH v N \\ L 2 {[ _^ lL 2 {Rd)) (10) 

et 

/4x 2 \ 

\\e ltH (l -x)l—j u M e ltH v N \\ L 2 ([ _^ lL 2 {Rd)) . (11) 

3.2. Estimation du premier terme : (10) 

Le théorème 2.4 de [S] nous donne le résultat suivant : 
Proposition 43 Pour tout 5 > 0, il existe une constante Cs telle que pour tous u G 
H-V 2+ *(R d ) etve H^- ô (R d ), 

\\e ltA u e rtA w|| i 2( RiL 2( R d )) < Cs\\u\\ H -i/2+ S ( R d)\\v\\ H d=i_ 5 ^ Rd y 

Ainsi, à l'aide de la transformation de lentille, on en déduit la proposition suivante : 
Proposition 44 Pour tout S > 0, il existe une constante Cs telle que pour tous u e 

fl- 1/2+« (Rd) et v g H^'^Rd), 

\\e ltH u e ltH v\\ L 2 {[ _*^ hL 2 (Rd)) < Ca||u|| JÎ -i/2+«( ][l d)||u||_d i i_ 4 . 

Preuve. En utilisant les propositions 20 et 43, on obtient que 

\\e ltH u e rtH w|| 2 2([_|.^] ;i 2 (]a<1)) 

- \\p- itH ii p- itH v\\ 2 

1 x | e ^e^| 2 f^,— ^1 dtdx 



x \e ltA ue ltA v\ 2 (t,x) dtdx 



ïcos(2*)| 2t ' " ~" V 2 'cos(2t) 

Jl-Wh* \cos(2t)\ d \ 2 y» 

,1/2 , 

= / / (l + (2t) 2 ) d / 2 - 1 

7-1/2 JR d 

<Cx [ [ \e ttA u e ttA v\ 2 (t,x) dtdx 
<Cx \\u\\ H _ 1/2+5{Rd) x \\v\\ h ±_±- 5{Rd 

< C X | \u\ | 1/2 + 5 (R rf ) X IMI — d=l 
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où dans la dernière inégalité on utilise la proposition 3. Kl 

Nous allons montrer que pour tout S <E]0, 5], il existe une constante Cs > telle que 
pour tous N, M, u et v, si M > N alors 

.2\ / AT\ l/2-« 



^M 2 



wm||l2([- 



],L 2 (R<<)) 



d-2 / N 



l w IU 2 (R' i )|plU 2 (R< i )- 



Pour cela, en utilisant la proposition 44, il suffit de prouver que pour tout 5 €]0, |], il 
existe une constante C5 > telle que pour tous M et m 



4x 2 

Jp j U M|| ff -l/2 + 5 (]R .d) 



< CM-^+'Hull^ 



(R«). 



Trivialement, nous avons que 

\\X ( -j^. ) u m\\l^(^) < ||«m||l2(R«J) < C||w||L2(Rd)- 

Ainsi, par interpolation, il suffit de démontrer qu'il existe une constante C > telle que 
pour tout M et u, 

/4a; 2 \ 

Hx (jp) u m\\h-i(ki) < CM 1 ||u|| i 2 (R£i) 

On utilise alors le calcul semi classique. Pour une fonction u, on définit u : x 
où h 



1 

M 2 ' 



Remarquons que 

X 

et que 



(12) 



/4x 2 \ 




Vm 2 ; 


M 2 _ 



(u)(aO = [ X (4x 2 )(-/ l 2 A+ |af)](u)(>/fcc) 



M 2 J 



H 

M 2 



(13) 
(14) 



(«)(*) - [ X (4x 2 )^(-h 2 A+\x\ 2 )}(u)(Vhx). 

Ainsi, pour prouver (12), il suffit d'établir l'existence d'une constante C > telle que 
pour tout h e]0, 1] et u e L 2 (K, d ), 

||X (4x 2 ) cf>(x 2 + (hDf)u\\ H - 1{m < Ch\\u\\ L2(Rd) . (15) 

En effet, 

: (^2) wm||h-i ( r<*) < H [x(4a; 2 )0(-/i 2 A + |a;| 2 )](u)(\/^.)||H-i(R^) 
<fe-^ï||[x(4x 2 )0(-/, 2 A + a ; 2 )](u)|| H - 1(Rd) 

< C/l2-4|| U || L2(Rd) 

< C7i 1/2 ||u|| L 2( Rti ) 



\\x 
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Démontrons ensuite (15). Grâce à la proposition 42, on a 

\\x(4x 2 )<P(x 2 + (hD) 2 )u\\ H - 1{Rd) 
= \\ X {±x 2 )[4>{x 2 + (hDf)u - Ph {4>{x 2 + e))X2U + Ph {4>{x 2 + e))X2u]\\ H - HRd) 
< h\\u\\ L 2 {m + \\ X {Ax 2 )Op h {4>{x 2 +^ 2 ))x2u\\h-h^)- 
Ainsi, il suffit d'évaluer | |x(4x 2 )Op/ l (0(x 2 + £ 2 ))x2u\\h- 1 (k 1 )- On a 
X {Ax 2 )0 Ph (<P{x 2 + e))X2U 
X {Ax 2 ) 



" (2?r) c 
1 

: (2^p 



x / e^<f,(x 2 + (h0 2 )T( X2 u)(0 dÇ 

JM. d 

^e-«x(4x 2 )0(x 2 + m 2 mX2u)(0 dÇ 

R d 

2^1 



K- d x / v^^-l^x 2 + (M) 2 )Hx2u)(0 



(2tt) c 
h 

'{2-kY 



x V, 



R d 



X(4x 2 ) 



^(x 2 + (^) 2 ) ^(X2«)«) 



Puis, comme 4x 2 < 1 et i < x 2 + £ 2 < 2+ implique A < Ç 2 , on en déduit que 



X(4x 2 



e 5°et(x,O^V^^p0(x 2 +a) 



Ainsi, par le théorème 39, on a alors 



x V. 



(2tt)< 

_±_ 

~ (2ir) d X 

< Ch\\x2u\\ L 2 (nd) 

< Ch\\u\\ L 2 {Rd) 



r . 



X (4x 2 ) 



JÎ- 1 (R d ) 



.x 2 + (^) 2 )^(x2M)(e) dç 



L 2 (TR, d ) 



et 



< 



(27r) d 



'R d 



( X(4a 



( X(4a; 2 



■0(x 2 + (^) 2 )j Hx2um # 

^(x 2 + (^) 2 )) Hx2u){Ç) da 



L 2 (R d ) 



(27T) d ' J Rd 

< CTi||X2W|| L 2 (R<i) 

< Ch\\u\\ L 2 (Rd) . 
Ce qui démontre (15). 

3.3. Estimation du second terme : (11) 

Proposition 45 II existe un temps T <g]0, j[ tel que pour tout N > 0, il existe une 
constante Cn > telle que pour tout M > 1 et u e L 2 (R d ), 
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/ 8x 2 \ ( Ax 2 \ 

IIX ( ) ettH (. l ~X) ( ^2 ) u M||L2([-T,T],L2( Rt i)) < CjvM-^HuH^^d). 

Montrons que la proposition 45 implique l'estimation du terme (11). 



De 

\\ u \\l 



(M],Lo 0(R , )) <C|| U || Loo(M] _ #+1(Rd)) 
et la proposition 45, on déduit pour M > 107V que 



{%) eltH{1 ~ x) {w) UM eltHvN ^ ([ -T,T],m^)) 

( & x2 \ itHi ( Ax 2 \ im 

~ " X 1 M2 J 6 ^^ X > \Jp~ ) u m\\l*([-T,T\,L2(R*)) x II e UAMll/=°([-T,T],I,°°(]R,<»)) 

/8x 2 \ f Ax 2 \ 

- c x llx [m 2 ] £ttH{1 ~ x) [m 2 ] UM ^m-T,T],L^)) x IMI_ f+1(]R<i) 

< C K M- K Ni +1 \\u\\ L 2 {nd) \\v\\ L 2 im 

< C K M- K+ i +1 \\u\\ L 2 {Rd) \\v\\ L 2 (Rd) . 

Et donc, il suffit d'estimer convenablement pour M > ION, le terme suivant : 

/Sx 2 \ /Ax 2 \ 
\\e UH v N (1 - X ) ^— J é tH (l x) \j^J u M \\L*(X-T,T\W)y (16) 

Grâce au théorème 9, on trouve pour tout i? > 1 , 

\\e UH V N (1 - X) (jj^) e UH (l - X) {^j UM\\mi-T,T},LZ{K*)) 

<\\<x> R e itH v N < x >- R (1 - X ) (gj) e itH (l - X ) (^J) u M \\v {[ -t,t\W)) 
<M- R x\\<x> R e itH v N (l - x) (^J) e itH (l - x) (gî) «mIIl^-t,*!,^)) 

< M~ R X ||(1 - X) f ^ ) <X>H e ZtH VN\\L*([-T,T],L*(Rd)) 

x ||e itir (l-x) u m \\lh[-t,t].lh^)) 

< M- R x ||(1 - x) ( ^2 J < a: e îtH ^|| i 4 ([ _ TjT] , L 4 (R£i)) 



■77? "M d=2 _2d_ 

y M 2 J L*([-T,T],W 4 • d - l (n d )) 

f8x 2 \ d-2 
< M- R x H < x > R (1 - x) ( ) e ** H «iv||i,oo ([ _ TiT];L 4 (R<1)) x M— ||u M ||z,2(R<i). 

Puis, comme Supp {(1 - X ) } c {kP > x ît} c (N 2 ^ 5N2 ) alors P ar la 

proposition 41, on déduit 



1 - X) ( jp j <x> R e ltH v N \\ LH[ ^ T]iL 4 {Rd)) < C\\v\\ L 2 (Rd) . 
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Preuve de la proposition 45. En utilisant l'analyse semi classique comme en (14), il suffit 
de prouver l'existence d'un temps T G]0, ^[ tel que pour tout N > 1, il existe une 
constante Cn > telle que pour tout u G L (R d ) et h g]0, 1], 

\\ X (8x 2 )e itH »/ h (l - x)(4x 2 )#r 2 + (hDf)u\\ L2{[ _ TiThL 2 {Kd)) < C N h N \\u\\ L 2 {Kd) . (17) 

En utilisant la proposition 42, il suffit d'établir le résultat suivant : 

Pour toute fonction g(x,Ç) G C^°(R d *R d ) vérifiant Supp(g) C {\ < £ 2 + x 2 < 4} et tout 

entier TV > 1, il existe une constante Cn > telle que pour tout u G L 2 (R d ) et h g]0, 1], 

M8x 2y hHh / h{1 _ x )(4x 2 )O Ph (g(x,0)u\\ L 2 iwlL 2 (nd)) < C N h N \\u\\ L2(Kd) . (18) 



En effet, par la proposition 42, 

\\ X (8x 2 )e itH -/ h (l - X )(4x 2 )0(x 2 + {hD) 2 )u\ \v {{ - T ,T\W)) 

N-\ 

< \\ X (8x 2 )e itH ^ h (l - x)(4x 2 )[0(x 2 + (hDf)u- £ /» J 'Opfc(*i(a;,0)«]IU»([-r,ri,^(R-)) 

JV-1 

+ £ W'||x(8 a ; 2 )e itir */ h (l - x)(4x 2 )Op ft (vl/ J (x,0)«||L 2 ( h T,T],L 2 (ii £i )) 

JV-1 

< CW^IMIi^r-) + £ ^Hx^V""^! - x)(4x 2 )0^(^.( x ^)) u || i2([ _ TT] L2(Kd)) 

< CAr/l Ar ||M|| £ 2( R d). 

Lemma 46 7/ existe un temps T g]0, ^[ ieZ que si g est une fonction C^°(R d * R d ) 
vérifiant Supp(g) G {\ < £ 2 + x 2 < 4} a/ors pour tout entier N > 1, existe «ne 
constante Cn > te/te çwe pour tout u G L 2 (R d ) et h g]0, 1], 

||x(8x 2 )e^/' l (l-x)(4x 2 )Op, i ( 5 (x,0)u|| L 2 ([ _ TiT] , L2(K , )) < C N h N \\u\\ L2{Rd) . 

Preuve. On définit 



w 



ou 



Supposons que 



et 



N 

a(s,x,Ç,h) = ^/i J aj(s,x,^). 

3=0 



<9 S $- |V$| 2 -x 2 =0, 

a (0,x,0 = (l-x)(4x 2 )g(x,0, 
<9 s a - 2V$.Va - A($)a = 0, 

a.j(0,x,0 = °, 

d s a,- - 2V$.Va, - A($)aj = -iA(a,_i), 
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pour 1 < j < N. 

Alors 

ihd s w-h 2 Aw + x 2 w = -h N+2 [ e^* (s ' 3: '« ) A(a N ( S ,x,0)ù(|)- / 
: = h N+2 f. 

Par conséquent 

X (8^)e^/' l (l - X )(4x 2 )Op(g(x, hQ)u 

= X (&x 2 )w(t,x)-ih N+2 X {8x 2 ) f é i - t -^ Hh ' h f{s)ds. 

Jo 

Remarquons que si \I/ est solution de l'équation dt^f + |V^| 2 = avec donnée initiale 
#(0,x,£) = x.Ç alors ${t,x,Ç) = ^( ~ ta 2 n2t , + 2^f^ est solution de l'équation 

<9 S $ — |V$| 2 — x 2 =0 avec même donnée initiale. 

Par la méthode des caractéristiques, on trouve 

v&(t,x,£) = -t|Ç| 2 +^, 

puis on déduit que 

» / , \ tan(2i) 9 , x.£ 



cos(2i) 
Ainsi 

V$ = — ^— + xtan(2t) et A$ = dtan(2i). 
cos(2t) 

En utilisant la méthode des caractéristiques, on trouve 

ao(M-2/W)=^$, d9) 
V Jo / | cos 2t| 2 

et 

a 3 {t,x-2 f Q V*. e) = - / | ^|| | ' Aa^ * - 2 f V*, f) (20) 
Or, pour tout £ G R d et < ±, 

a (0,x,O = 

Par conséquent, pour tout £ G R d , f e] - f , f [, |x| < et j G M 

Oj [t,x-2 J V$,^j = 0. 

Or J * V$ = £,F(t) — xlo s c ° s ( 2t '> avec p une fonction continue vérifiant F(0) = 0. Ainsi, 
pour tout e > 0, il existe un temps T G]0, j] tel que si \t\ < T alors \F(t)\ < e et 
| logcos2i| < e. 

Remarquons que 
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y = x - 2 J V$ = x(l + log cos 2t) - 2ÇF(i) 
ÏJ + 2£F(t) 



1 + log cos 2t 

et que si \y\ < Ç 2 < 4 et |i| < T alors |a;| < V ^+ 4e < ^p, si e choisi correctement. 
Cela implique que pour tout j G M et |t| < T 

Supp( aj (t)) c S, (o, x B ç (0, 2) . 

Par conséquent, si |i| < T, comme 5wpp(x(8x 2 )) C B x (0, ^=), on déduit que 

X(8x 2 )e ît ^/ /l (l - X )(4a; 2 )O^(.g(a;,0)w - -^ w+2 x(8x 2 ) /' e '^ s '^/ k /(s) da. 

Puis, par le théorème 10, on trouve 

\\ X (Sx 2 )e ltH ^ h (l - x)(^ 2 )O Ph (g(x,0)u\\ L 2 {WlL 2 (Rd)) 



< h N+2 



L 2 ([-T,T],L 2 {R d )) 



X (8x 2 ) f e^-^^fis) ds 
Jo 

<h N+2 \\f\\ 

< h N+2 \\Aa N \\ L i^ T ^ L 2j K d ,i2(Rd))) X |M|_L 2 (R d )- 

Le lemme est donc démontré si Aa N <= L}([-T, T], L 2 x (R d , L 2 (R d ))). 

On démontre par récurrence sur N e IN, que pour tout a € lN d , 
d£ajv e Ll([-T,T],Ll(R d ,L^(R d ))). 

Pour iV = 0, à l'aide de (19), on voit par changement de variables que 

5«a G Ll([-T,T],L 2 x (R d ,q(R d ))) si 9«a (0) e L 2 (R d , if(R d )). 
Or o (0) G C 00 (R d x R d ) avec 5upp(a (0)) C {(x,£)/a; 2 < 1,£ 2 < 4} et le cas N = est 
évident. 

Supposons le résultat établi au rang N — 1 et montrons le au rang N. A l'aide de (20), on 
note que d«a N G L\([-T, T], L 2 (R d , L|(R d ))) sicÇ+Wi G L^-T, T], L 2 (R d , if(R d ))). 
Cette dernière affirmation étant claire par hypothèse de récurrence. 

3.4. Estimées bilinéaires et espaces de Bourgain 

L'objectif de cette section consiste à écrire l'estimée bilinéaire du théorème 31 dans les 
espaces de Bourgain. Plus précisément, on cherche à établir les deux théorèmes suivants : 
Theorem 47 II existe ôo G]0, |] tel que pour tout S e]0,ô o ], il existe b' < i et une 
constante C > iefe que pour tous u, v, M, N, 

||Aj V (u)A M («)||l,2(R ) L2(Rd)) 

<Cxmin(iV,M)^^x (^|^^y /2 ' x HA^t,)^ ||A M («)||^. 
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Theorem 48 Soit ip € C^°(R) alors il existe ô e]0, |] tel que pour tout 5 €]0, ôo], il 
existe b' < \ et une constante C > tels que pour tous u, u , M, N, 

\\A N (ip(t)e- ttH u )A M (u)\\ L 2 iKL 2 iKdï) 
<Cxmin(N,M)^+ 5 x ^^ffl ^ ' x ||A^ )|U W) ||A M WIU,/ . 



'x 



Pour démontrer ces théorèmes, on adapte la preuve du lemme 4.4 de [BGT3]. Commen- 
çons par remarquer qu'il suffit de démontrer les deux propositions suivantes : 
Proposition 49 Pour tout b €]|, 1] ei <5 e]0, j], il existe une constante C > telle que 
pour tous u, v, M, N, 

\\A N (v)A M {u)\\ L 2 {RL 2 (Rd)) 

< C x min(iV,M)^ x (^ffi^ * ' x \\A N (v)\\- , b \\A M (u)\\^. 

Proposition 50 Soit ip e C^°(R) alors pour tout b et S e]0, \\, il existe une 

constante C > telle que pour tous Uo, v, M, N, 

\\A N (ip(t)e~ ItH uo)A M {u)\\ L 2 { ^ L 2 (Ild)) 
<Cx min(AT,M)^ x ( ™^'m) ) x \\^NM\\ L 2 (nd) \\A M {u)\\ Y o, b . 

En effet, pour tout e > 0, d'après la proposition 13 (avec 9 — 5), on obtient 

\\A N (v)A M (u)\\ L 2 { ^ L 2 (Rd)) 

< ||Ajv(w)||i,4( RjZ ,2( R <i)) x ||Am(u)||i,4(r ) l'»(r<')) 

< C\\A N (V) | j— 0,1/4+e X ||A M (w)||^<i/2+e,l/4+e, 

\\A N (ip(t)e ttH u )A M (u)\\ L 2 ( ^ L 2 {Kd)) 

< \\A N (ip(t)e ltH uo)||i,4(R,L«'(Rd)) x ||A m (u)||l*(r,i,2(r<»)) 

< C||Ajv(«0)||^/2-l/2+« (R<J) X ||A M (u)||^0,l/4+e (]Ml(i) 

< q|A JV (u )||^ /a+ . (Il<I) x ||Am(u)|| x o,i/4 + . (iuii<I)) 



et 



||A 7V ('0(i)e itH uo)AM(M)||L2 (R!i 2 (Rt i )) 

< ||A7v(-0(t)e îtff u o )|| L 4 (IRii 2 (R£i)) x ||A M (u)|| i 4 (R:L oo (R d )) 

< C\\A N (iP(t)e itH u )\\ L ~ {KtL 2 {Md)) x ||A M (u)||-^/ 

< C||AAr(Mo)|| L 2 (R£i) x \\A M (u)\\ Y d 



2 + e,l/44-e 



/2 + e,l/4+£ . 



Par conséquent, par interpolation, pour tout 9 G [0, 1], on trouve 



\A N (v)A M (u)\\ L2{ ^ L2m) <C x min(M,iV)^+ e ( 1 + e ) 



min(M, N) 
max(M, N) 



(l/2-5)(l- 



X ||Ajv(u)||-^0,l>(l-«)+«(l/4+ e ) ||A M (U)||— 0,6(l-e)+e(l/4+e) 
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et 

\\A N ^(ty tH u a )A M (u)\\ L2{ ^ L 2 (Rd)) <Cx min(M, A0^ +9(1+e) 

/min(M,7V)V 1/2 - 5)(1 - e) IIA , „, IIA , „, 

X V max(M N) ) X II^WHl^) x II A M («)||^o,i.(i-e)+e(i/4+ e ) • 

Choisissons 5 = | et # = | alors 

b(l-6) + 9(\ + e) = b- b -i + i { \ + e) 

2 

e e e , e 

< 6 1 1 <b . 

8 16 4 - 17 

Il suffit alors de prendre b — \ + ^ et de poser b' = 6(1 — 9) + 0{\ + e) < \ pour obtenir 

||AAr(u)A M (u)||i,2(it,L 2 (Kd)) 



^x^Ml^x ^ j x||A w (t,)||^||A M (t,) llA 
||A j v(^(t)e" î * H «o)A M («)|U2(R,L2(Rd)) 



/ min(M, AT) \ 



(i/2-«)(i-e) 



0,M 



^ min(M, N) ^ (V2-«)(i-«) 



< C x min(iV,M) — + e x (^ max(M J x 1 1 Ajv («o ) | (r<*) 1 1 A (m) 1 1 _ , b , . 

Pour terminer, il suffit de remarquer que 

et les théorèmes 47 et 48 suivent avec Sq = e. 

Puis, comme pour le lemme 4.4 de [BGT3], pour prouver la proposition 49, il suffit 
d'établir la proposition suivante : 

Proposition 51 Pour tout b 1] et S G]0, |], iZ existe «ne constante C > £e/Ze gwe 
pour toits u, u, M, 7V ; 

\\An(v)Am(u)\\l*([0,1],L*(R'')) 

< C x min(iV,M)^ x ( ^ffi^ )^ ' x ||A^(,)||-o,||A M (n)||-o,. 

Enfin, pour obtenir les propositions 50 et 51, il suffit d'utiliser le lemme 2.1 de [BGT2] 
et le théorème 31. 



4. Données initiales aléatoires et espaces de Sobolev 



Le but de cette partie est de montrer que la donnée initiale rendue aléatoire ne permet 
pas de gagner de dérivée dans L 2 (R 3 ). 
Theorem 52 Pour tout s > 0, si 

alors 

Uo(co,.) £ H S (R 3 ) oj presque sûrement. 
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On désigne par X la loi commune des variables aléatoires (g n ) n et pour prouver le théo- 
rème, il suffit de considérer les cas oùl~ A/c(0, 1) ou X ^ B{\). 



Soit x e Q°(R 3 ) telle que x(z) = 1 si |x| < 1, x{x) = si \x\ > 2 et < x < 1 et défi- 
nissons cr^r = X 2 ( TFï ) l c "| 2 ^n S - Comme cr^ > V] |c„| 2 A^ s alors lim o 2 N = oo. 

n£l v 7 A n <iV 

Lemma 53 Soit X une variable aléatoire dans L 2 (fi) alors pour tout A > 0, 

,E{X? 



P(X > XE(X)) > (1 - A)' 



E{X 2 Y 



Preuve. Il suffit d'appliquer l'inégalité de Cauchy Schwarz, on pose A = {X > XE(X)} 
et on obtient 

E{X) = E(X1 A + Xl A c) < ^E(X 2 )P(A) + XE(X). 

Donc 

(1 - X)E(X) < y/E(X*)P(A), 

et le résultat suit en élevant au carré. 
Proposition 54 Pour tout s > 0, on a 



(ffi. 3 



oo = 1 ou = 0. 



Preuve. Rappelons que Mq = ^ ^i(w) avec Xi indépendants et Xi(u>) E H S (R 3 ) ui 

i 

presque sûrement. Par conséquent, pour tout K e M, on a 



sup 

jveiN* 



si et seulement si sup 



= oo 

ff s (R 3 ) 



i>K 



= OO, 

_f/ s (R3) 



donc si nous posons Fi — o-(Xi,X i+ i, ...) on a que 

|w e fi/ sup^ ||x uollff«(R3) = oo j e P| f*. 



Par conséquent jcj G fi/ sup ||x ( -775- ] u o = 00 1 est dans la tribu asymptotique 

L New- \ N J J 

et le lemme est prouvé par la loi du 0-1. M 

Proposition 55 Pour s > 0, si l c "| 2 ^ 2s — +°° a l° rs 

P(u e fi /^p^ Hx (J^J M ollff s (R 3 ) =00^ = 1. 

On pose M = sup^ \\x (J^J u o\\h-(r 3 ) et S N = \\x (J^j u o||h=(r3). 



Preuve. 
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En utilisant le lemme 53, on obtient 

p(m 2 >\ E(X 2 ) x Cl aÙ>p(sl> 1 - E(X 2 ) x C\ a% 



>p(s%>Ie(\\ X (^)«o|| 2 ^ ( k3)) 



> - 



i^(iix(^)hi^(r3); 2 



4p(|| x (^) Uo ||^ (R3) ) ' 
En effet, grâce à la proposition 30, nous avons 

B (llx(J*)«ollW.)) 

>£E^ x fë) c„cwr 5 „H^H / |vr(M-M s (M dx 

\n,m \ / \ / •'K 2 y 

> E(\X\ 2 ) xJ^X 2 |c„| 2 ||V s (/, n )||! 2(R3) 

> E(\X\ 2 ) x CW N . 

De plus, grâce encore une fois à la proposition 30, on établit 



B (llX^)«0||i.(R8) 

- E {f< x (l 2 ") x (§0 Cïl5 ™ anH^Mj^ v s (h n )v s (h m ) dx^j 

\n,m \ / \ / j 



\ni 1 712,713,714 



Cri! Cn 2 C n3 Cn 4 



x g ni (Lo)g n2 (u)g n3 (u)g ni {Lo) x V s {h ni )V s {K 2 ) x V 5 (/i„ 3 )V 5 (/i„ 4 ) 



+e( y: * 



m, n-2,ri3, 714 



\2 \ /\2 \ /\2 \ /\2 



N 2 \N 2 \N 2 \N 2 



X Cn^C^C^ X g ni (w)ff„ 2 (w)5„ 3 (w)g„ 4 (w) 



n.m 



\2 \ 2 / \2 \ 2 



2 \ 2 / \2 \ 2 



+ 4£(|X| 4 )x£ ' A " V lX 



N 2 V TV 2 



| | | C m I 



< 4£(|X| 4 ) x C 4 ^ +4£(|X| 4 ) x a 4 ,. 
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Et, par conséquent, 



P[M->\E{\X\*)xC 1 al)> Em2)2 -( 1 



2 Vl 1 ; 1 N J-E(\X\ 4 ) \2 J \CI + 1J' 
Puis en utilisant le théorème de convergence monotone, on trouve 



E^X]*) \ 2 J \Cl + lJ ' 

Et finalement d'après la proposition 54, on a P(M = oo) = 1. Kl 
Theorem 56 Pour tout s > 0, il existe une constante C > telle que pour tout TV G M* 
et u G H S (R 3 ), 



(jyâ) u ll ffs (K 3 ) ^ CIMIER 3 )- 



llx 

Le théorème 56 et la proposition 55 impliquent le théorème 52. 



En effet, si nous supposons que Uq e H S (R 3 ) lu presque sûrement alors par la proposition 
55, on obtient 

New* " X (^) U °" ffs(R3) - C W u o\\h°(tr?), 

puis 

SU P llx ( ttô ) u o Hh s (R 3 ) < 00 w presque sûrement. 
jveiN* \N J 

Ce résultat contredit la proposition 55 et finalement il suffit de prouver le théorème 56. 

Preuve du théorème 56. En utilisant (13) et (14), il suffit de montrer que : 
Vs > 0, 3 C > et ho tels que V < h < h , Vu G H S (R 3 ) 

|| X (x 2 + (hD) 2 )u\\ H s (m < C\\u\\ H . m . (21) 

En effet, 

Hv (J^j «Hh»(r3) 

<||[ X (X 2 + (^) 2 )]U(^.)||^ (K 3 ) 

< H [ X (x 2 + (/ ÎJ D) 2 )]u(^.)|| i2(R3) + ||V S [ X (x 2 + (hDf)]u(Vh.)\\ L 2 im 

< /i- 3 / 4 ||u|| ia(R 3) + h s ' 2 - 3 ' A \\ {x(x 2 + (hDf )}u\\ H s m 

< ||«IU"(R3) +h s / 2 - 3 ^\\u\\ Hs{m 

< II u IIh s (r 3 )- 

Par interpolation, on peut limiter la preuve au cas où s est un entier. Grâce à la pro- 
position 42 (avec N = s), il existe une constante C > telle que pour tout h <s]0, 1] et 
u G L 2 (R 3 ), on a 

N 

\\ X {x 2 + {hD) 2 )u - ^'PPfc(*j(*.0)«llH'(R 8 ) < <?IMU 2 (R 3 ): 
avec Supp(*j(x,0) C (fof)/* 2 + G Supp( X ))- 
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Ainsi, pour obtenir (21), il suffit d'obtenir que pour tout s > 0, il existe deux constantes 
C > et h > 1 telles que pour tout h e]0, h ] et u e H S (R 3 ), 

\\Op h (* j (x,0)u\\ H . os?) < C\\u\\ H . {1s?) . (22) 

Enfin, pour établir (22), il suffit d'utiliser le théorème 39 et de remarquer que 

(x, — ► X {x 2 +e)eS° and (a:, $ — ► G S . El 

Pour terminer cette partie, on évalue la norme Sobolev de la donnée initiale. Cela permet- 
tra d'établir que les théorèmes 4 et 6 seront valides pour pour des équations sur-critiques 
avec des données initiales "grandes". 

Proposition 57 Soit a > 0, Mo G H (R 3 ) et s > a. Supposons que pour tout nêi, 
alors pour tout t > 0, 



A 2s |c„| 2 < 1 



M ( «o/IIX ( T7, ) u \\wm^ <*]< 



* 2 2llx(#r)«o||^ S(R3) dans ïe cas Gaussien, 

Preuve. Effectuons la preuve dans le cas Gaussien. En utilisant que — ln(l + u) < — ¥■ 
pour tout u E [0,1] et l'inégalité de Markov, on obtient 

M («o e 3T(R»)/llx (^) «oIIb-^j < *) = P (« e n/ e - |l *(*) , * ll W) > e"* 2 ) 

< e t2 S ^ e - |lx (l^)" oll ^ s (R 3 )^ 

< e* 2 n ^ 

< e ' 2 n ( — 

\l + y 2 (4») 



-X 2 (§)a-|c„P|X|^ 



<e-n 



ngH \ / 

< e * 2 -3llt(^)«o||^.a (R3) _ ^ 

Remarques : 1- Par exemple, si u <^ i/ S (R 3 ) et A 2 / |c„| 2 < 1, Vn G IN, on obtient pour 
tout t > 0, 

Jim/ (« G ïT(R 3 )/|| X «o||ff- (R -) < t) = 0. 

Encore une fois, cela signifie bien que la norme Sobolev de la donnée initiale n'est pas 
"petite". 

2- Par exemple, pour N fixé, on peut choisir c„ = N l_ e pour n vérifiant A„ <~ N et 
sinon et obtenir pour t > , 

M («o e ïT(R 3 )/||x (-^) «o||ff' (R «.) <tj< exp (V - , 

alors que 1 1 1*0 1 (IR 3 ) = NrT ~ s+£ < 1- 
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5. L'argument de point fixe 



Dans cette partie, on établit les estimées qui vont nous servir à appliquer un théorème 
de point fixe, désigne une fonction de Cg°(R) égale à 1 sur [— f , f ] et supportée dans 
[-27r,27r]. 

Proposition 58 existe b' < | tel que pour tous b > i et s > |, on ait l'existence de 

s 6 

deux constantes C > e£ k > telles que pour tout t)£l ' et tous Ni > N 2 > -/V3, 

HA^^A^^A^^Hy,^ < t7JVr~||w||^..*. (23) 
Preuve. Par dualité, il suffit de montrer qu'il existe une constante ô > telle que 



/ A Nl (v)A N2 (v)A N3 (v)A M (w) < CN-*M~ s \\v\\ 3 - s , b \\w\\ 



Grâce au le lemme 29, nous pouvons nous ramener au cas où M < N^ +s . 
Cas N 3 < M < Nl +S : En utilisant le théorème 47, on obtient 

/ A Nl (v)A N2 (v)A N3 {v)A M {w) 

< \\A Nl (v)A N2 (v)\\ L 2^ L 2 (R3)) x \\Am{w)A N3 (v)\\ L 2 (RJj 2 (]S 3 )) 

< (N 2 N 3 )^ 2+5 (^) 1 ^ S (^) 1 / 2 - 5 

- \ 2 3) y^) V M ) 

x H A iVi(w)|l X o,i.||A A r 2 (w)|| x o, i ,||A A r 3 (w)|| lr o,b||AM(w)||-o 

— (f )""(§)""(iv 2 iV3)"«-(^)- x |M|L.. Wbr 

< (« 2 « s ) 1 -M-" 2 +'iv 1 -" 2+ ' ,+ '> i x imi» .IML..^ 

< M^M'/^^+^^iV^-^^ X || V ||3L., 6 |M|__ 
<M- s Nl~ 2s+ ^ +s)S x\\v\\L s , b \\w\\-- e , b ,. 



Cas M < N 3 : En utilisant le théorème 47, on établit 
A^Vi (v)A N2 (v)A N;i (v)A M H 



/R*K 3 

< \\A Nl (v)A N2 (v)\\ L 2 { ^ L 2 {n3)) x \ \A M (w)A N3 (v)\\ L 2 { ^ L 2 {Il 3 )) 

< (NiM) 1 ' 2 ^^) 1 ' 2 -^ — ) 1 / 2 - 5 

N\ N 3 

X 1 1 A ^ {v) | l^o.î, 1 1 A N2 (v) I |-o,!> 1 1 Ajv 3 {v) | l^o.î, || Am {w) I |_o,6' 

< M-'Nl-N\l™ x (^) 1/2+s - S x ||,||^, 6 || W ||__ 3 ,, 

< M~ (5 A r 1 1 ~ 2s+3<5 x ||t;||L s , 6 ||w||__ s ,6'. H 

Proposition 59 existe b' < i tel que pour tous b > \ et s > |, on ait l'existence de 
deux constantes C, n > £d/es çue si pour un certain À > 0, on a pour tout N, 

\\ A N(e ttH u )\\ L 2 {[ _ 2 ^ 27rlL ^ {m) < XN- 1 / 6 
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g b 

alors pour tout v G X et tous Ni > N2 > N3, 

\\A Nl (v)A N2 (v)A N3 (iP(t)e- UH u )\\- 3 ,- b , < CJVf x (\\v\\*-., b + A 3 ), (24) 

\\A Nl (v)A N2 (me- ltH u )A N3 (v)\\ Y ^ b , < CN^ K x (\\v\\^ 3 , b + A 3 ). (25) 

Preuve. On montre (24), la preuve de (25) étant similaire. 

Par dualité, il suffit de montrer qu'il existe une constante <5 > telle que 

/ A Nl (v)A N2 (v)A N3 (tp(t)e- ltH u )AM(w) < CN^ K M~ S x {\\v\\* ,,+A 3 )x ||w| | y . 

■/R*R3 X X 

Grâce au lemme 29, nous pouvons nous ramener au cas où 

Cas N2 < M < Nl +S : En utilisant le théorème 47 et la proposition 12, on obtient 
/ A Nl (v)A N2 (v)A N3 (^(i) e - tif « )A M (iB) 

JR*R 3 

< ||Ajv 2 (w)Am(w)||l2(R,L2 (R 3 )) X ||A A r 3 (V'(i)e~ rtH Mo)||L2([-27 r ,2x],L~(R3)) 

X ||A A r 1 (w)|| i oo([_2 w ,2Tr],L 2 (R3)) 

X ||A A r 1 (w)|| x o,b||AAr 2 (i;)|| x o, i ,||AAr3(e îtff Uo)||L2([-2 7 r,27r],L~(R3))||AAf(w)||-o,b' 



< AT 2 1/2+5 (f )V»-« 



< < 2+ ^) 1/2 - 5 (^)^3- 1/6 x AIHI^IHI^ 

< JV^-M'-Va+'jVf'JVa- 1 / 6 x A||«||L.,»||«;||^-..*' 

< M- s N^ s N- 1/2+(3+s)s N- 1/6 x A|| V ||^., fc ||HI^-..»' 
<< 2 - s+(3+s)5 xA||,||^ 6 ||HI^. 

Cas M < N2 : En utilisant le théorème 47 et la proposition 12, on établit 

f A Nl (v)A N2 (v)A N3 (^(t)e- M « )A M (w) 

JR*R 3 

|Ajv 2 («)A M (tu)||L2(R,I,2(R3)) X \\A N3 (lp(t)e- ltH U )\\ L 2 {[ ^ 27 ^2K],L°°(R3)) 



< 



X ||Aj Vl (w)||l,oo([_2 7 r,27r],L2(R3)) 



< M 1/2+s ( — ) 1/2 - s 
N2 



x l|Aw 1 (w)|lx"^ll A iv 2 («)|| x o, 6 ||A A r3(e îtw uo)|| L 2 (h2T ^ T] , L » (R 3 )) ||A Af H||_o,^ 
^ W (|) 1/2 - 5 (^)^3- 1/6 xA||,||^,||HI^ 

< Nï 1/2 -' +s M 1+ 'Nr'Nâ 1/e x A||î;||^, 6 ||Hk-a^ 

< N^N^N- 1 ^ x AII^I^^IIHI^, 



X ' 11 "X 

b' 



< M - s Nl /2 - s+2S x AIMI^Hr*-..»'- B 

Proposition 60 existe b' < | £eZ gîte pour fous 6 > | et s > |, on ait l'existence 
d'une constante C > ie/Ze gîte si pour un certain A > 0, on a pour £ou£ TV, 

||AAr(e I * JÎ Uo)||L 4 ([-27r,27r],L°°(R3)) < AiV^ 1 ' 6 et || [e^Uo] 2 ||L 4 ([-27r,27r],H s (R3)) < A 2 
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s b 

alors pour tout v e X ' , 



||v * iP(t)e- ltH u * iP(t)e- itH u \\- 3 ,- b , < C(||t>||^., 4 + A 3 ). 
Preuve. En utilisant les propositions 14 et 12, on trouve 



(26) 



\v*ip(t)e u *ip(t)e 



-itH 



U j 



A" 



<||«*^(t)e ,ta « *V(t)e «o|| L i+«(ii,ff , (Rs )) 
< \\v* il>(t)e- itH u Q *ip(t)e~ ltH 



— H W llL^([-27r,27r],H s (R 3 )) X 1 1 ^ U I 1 L 4 ( [-2tt ,2tt] ,L°° (R 3 )) 



U 0|| L l+i([_ 2 7r,27r],Jî s (]R3)) 
)) 



+ l|w||L2([-2 7 r,2 7 r],L~(R 3 )) X II [e** «o] I Il 4 ([— 2-/r,27r] ,"ff s (R 3 )) 



< A 2 ||«||y.» +A 2 ||w|l i2(KWS ,6 (Il3)) 



<C(|H||.. fc + A 3 ) 



Proposition 61 II existe b' < | te/ gwe pour teus 6 > | et s > |, on ait l'existence 
d'une constante C > te/Ze gue si pour m certain A > 0, on a 

|| [e îtff u ] 311 - ^ 3 



1 3 1 I _ <- \3 

lL 4 ([-27r,27r],H s (R 3 )) - ^ 



-s,fc 



aZors pour £ou£ v G X ' , 

||V(i)e- <tH « * ^"^o * ^"^oll^,-,/ < CA 3 . 
Preuve. En utilisant la proposition 14, on établit 

U(t)e- itH u * ^K^o * ^(t)e- îtH u ||- 3 ,-^ 
< U(t)e- ltH u a * ii(t)e- itH u * me" ltH u a \\ Ll+S{RW 

L 4 ([-2TT,2Tr].W(B, 3 )) 



(27) 



<C\\ [e itH u ] 3 
< CA 3 . 



'(R 3 )) 



Proposition 62 II existe b' < \ tel que pour tous b > \ et s 1[ ; on ait l'existence 
de deux constantes C > 0, n > et d'un réel R e [2,oo[ tels que si pour un certain 
A > 0, on a pour tout N, 

|wo||l 2 (r 3 )) < A, 

\A N (e ltH u )\\ LH[ _ 27r . w ~ (n3)) < XN- 1 ^, 
[ \\^N{é tH u,)\\ LR{W ^ {m) < \N*-V\ 



s h 

alors pour tout v e X et tous Ni > N 2 > N3, 



A Nl (iP(t)e- ttH u )A N2 (v)A Ns (v) 



<x ■ 



< CWfx (A 3 + ||t,|||. 



(28) 



Preuve. Soit S > assez petit, fixé par la suite. 

Cas Ni > (N 2 N 3 )^ ê ^ : Par dualité, il suffit d'établir 



R*R 3 



A Nl {^{ty tH u )A N2 (v)A N3 (v)A M (w) < CN^ K M~ S x | M|__„* x (A 3 + 1 \v\\^, b ). 
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Grâce au lemme 29, on peut se ramener au cas où M < Nl +S . 
Si N 3 < M alors en utilisant les théorèmes 47 et 48, on obtient 

A Nl (^(t)e- ltH u Q )A N2 (v)A N3 (v)Am(w) 

/R*R 3 

< \\A Nl (ip(t)e~ ltH uo)A N2 (v)\\ L 2 { ^ L 2 (R3)) x ||A J v 3 (u)Am(w)||i,2(r,i,2(r3)) 

< (iV 2 ^3) 1/2+5 (^) 1/2 ^(§) 1/2 - 5 



x ||A Ari (u )IUH|Ajv 2 («)|| T o, 1 ,||A i v3( W )||-o, i ,||AMH||^o, i , 



x X\\A N2 (v)\\-s, b \\A N3 (v)\\-s, b \\A M (w)\\-- s y 

< M- 5 7V 1 - 5 7V 1 - 1+S + 45 (7V 2 7V 3 ) 1 - S x A|H|2 || w || , 

< M~ s Nï s x \\\v\\ 2 - a , b \\w\\-- s , b ,. 

Puis, si iV 3 > M, en utilisant les théorèmes 47 et 48, on trouve 

A Nl (i;(t)e- ltH u )A N2 (v)A N3 (v)A M (w) 



R*R 3 



< \\A Nl (tp(t)e îtjH M )A A r 2 (w)|| i 2 (R!i 2 (IR 3 )) x ||Ajv 3 (u)AmH||z,2(r 1 i,2 ( r3 )) 

2-8^ M jl/2-5 
iV 3 

x ||A Wl (« )|| L2 ||A Ar2 ( u )||-o,6||A iV 3(f)||^o, i ,||AMH||^o, i ,' 



< {N2Mf n + s { ^ f/ 2-s { M_ )1/2 _ s 



x A||A JVa ( 1 ;)|| x .,»||A JV 3(t;)|| x .,6||AMH|| ï -.,*' 



< M^7V 1 -^ 1 - 1+S + 45 (7V 2 7V 3 ) 1 - S x A|M|2L., fc |H|__.,* 

< M~ S N^ 5 x A||«||^.. 6 ||«;||^-..»'- 



Cas A^i < (N 2 N S ) : En utilisant les propositions 14 et 12, on établit 

s, -6' 

iLWfRjTCR 3 )) 



||A JVl (^(i)e-^o)A W2 ( î ;)A J v3( î ;) nA 
< 1 1 A Nl (^(t)e- îtff u ) A W2 (v)A Ns (v) 



< HAw^e îtw uo)A J v 2 («)A W3 (î;)|| il+5(h2ff!2T]J7S(RE 



)) 



2 



< ||AAr 1 (e îtH U )|| i ii±i41±fli ([ _ 27r ^ — 3 ,4 (R3)) X II ll A A r I ( U )llL 2 < 1 + 2 ' 5 )(R,L 8 (R 3 )) 

+ ||A A r 1 (e î * ff W )||L4([-2 7 r,27r],L~(R 3 ))||A A ^^ 
+ 1^(6^0)1 ^([-2^], L~(R 3 )) Il Aa^^ 

< iV^~ 1/4 (iV 2 iV3)«-m7- s A|i^||2 b +ivr 1/6 x A|M|* ,„ 

< (N 2 N 3 ) a -l ( -7-iï +l) (N 2 N 3 ) 9 s-ïh-°Nï s x X\\v\\ 2 - 3 , b +iVr 1/6 A|| î ;||^, b , 
avec 



36 



(l-s)(s-l/4 + 5) 9 
1 - s - AS 



!_ - 1 4J(a-|+J) 9 1 

8 1 + 25 S_S 4 + + l-s-4<5 + 8 1 + 2(5 S 
_ 7 4«5( S - i + ,5) 1 



1 - s - 4(5 1 + 2(5 
= -i + o(5)<0. 

Et finalement la proposition est démontrée avec R = Q±£Kî±M) _ ^ 

Définition 63 Soit A > et définissons Eo(X) comme l'ensemble des fonctions uo e 
L 2 (R 3 ) qui vérifient 

u o\\l 2 (r 3 ) < ^ 

[e ltH u ] 2 || L 4Q_ 27r 27r] JT(r 3 )) < ^ 2 

[e îtff Uo] 3 llL 4 ([-27r,27r],7T(R 3 )) - ^ 

AA r (e ît ^o)||L4([-2^],Loo ( R3 )) < AJV- 1 / 6 , ViV 

l H A *(«* ,r «0)lll i i.( [ -* ri2 »],W*(R.)) ^ AiV " 1/4 ■ V7V 

où i? es£ /lié par la proposition 62. 

Theorem 64 Soient | < s < 1 e£_ftTe{ — 1,1} a/ors iZ existe une constante C > et 

s b 

un réel b > 1/2 tels que si uq € Eq(\) avec A > alors pour tout v <G X ' , 



ip(t) f e- l{t - s)H TP{s)Kcos(2s)\ij(s)e- tsH u + v\ 2 x (TP{s)e- lsH u + v) ds 
Jo 



X" 



<Cx (A 3 + |H 



x 



Preuve. Pour tout b > |, en utilisant les propositions 15 et 16, on trouve 

/ e-^ t - s)H Kcos(2s)i;(s)\iP(s)e- lsH uo + v\ 2 x {iP{s) e - isH u + v) ds\\-s, b 
Jo 

< C\\ K cos{2s)ip(s)\i;(s)e- lsH u + v\ 2 x (iP{s)e- lsH u + v)\\- s , b -i 

< C\\ \ïP(s)e-* sH u + v\ 2 x (^e-^uo+v)^-,. 

Puis en utilisant (23), (24), (25), (26), (27), (28), on établit l'existence d'un entier b' < \ 
tel que pour tout u G E (X), 

|| \^( S )e-* sH u + «| 2 x (^(s)e-* sH u + v)|U.,_* < C(A 3 + |M| 3 6 )- 

Il suffit alors de choisir b = 1 — b' > \ et la proposition est démontrée. Kl 

Theorem 65 Soient | < s < 1 A" € {-1,1} a/ors iZ existe une constante C > et 

s b 

un réel b > 1/2 te/s que si u e Sq(A) avec A > ; a/ors powr fowi v <G , 

V>(i) / e- l{t ~ s)H K cos(2s)i[>(s) \^{s)e- tsH u + v\ 2 x (V>(*)e- iaJî uo + v) ds 
Jo 

<C(\ 3 + \\v\\ 3 -S). 
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< 



s j, 

Preuve. Soit w G X telle que iu|[_t.t] = u alors 

/ e~ l{t ~ s)H K cos(2sU( s)\tp(s)e- isH u + v\ 2 x (V(s)e" isiî uo + w) v«.» 

/ e-^-'^K cos(2s)V(s)|V(s)e" <siî uo + H 2 x (7/;(s)e- îsH u + w) ds|U.,» 

< C(A 3 + pour tout w. Kl 
De manière similaire, on pourrait démontrer le théorème suivant : 

Theorem 66 Soient | < s < 1 et K € { — 1, 1} alors il existe une constante C > et 

s fj 

un réel b > 1/2 tels que si u € E (X) avec A > 0, alors pour tous v\,v 2 € X^, , 

f e-^ t -^ H Kcos{2s)il}{s)\i}{s)e- lsH u + v 1 \ 2 x (^(s) e - lsH u + wi) 
Jo 

/ e- t{t - s)H Kcos(2s)ij(s)\iP(s)e- lsH u a + v 2 \ 2 x (</;(s)e~ î;sH uo + v 2 ) ds 
Jo 

< C\\vi - «2IU.,* x (A 2 + |M| 2 ,„ + \\v 2 \\ 2 , b ). 

-A. ^J 1 -^V rji -A. 

6. Solutions globales pour l'équation (NLS) 

Dans cette partie, on applique un théorème de point fixe pour établir l'existence de 
solutions globales pour l'équation (NLS). On démontre également l'unicité des solutions, 
ainsi que quelques propriétés qu'elles vérifient comme le scattering. 
Commençons par établir l'existence, pour cela considérons l'équation suivante : 

du 

iët-*« = *coB(2t)|u|V (NLSH) 
u(0, x) = uo(x). 

Theorem 67 Soit | < s < 1 alors il existe une constante C > et un réel b > 1/2 tels 
que si u G E (X) avec A < alors il existe unique solution à l'équation (NLSH) avec 

donnée initiale u dans l'espace e~ ltH u + B— s ,b(0, \ \J~^)- 
Preuve. On définit 

L : v -> -iil>(t) f e- t{t -^ H Kco&(2s)iP(s)\^(s)e- lsH u a + v(s)\ 2 (iP(s)e- isH u Q + «(«)) ds, 
Jo 

u = e~ ltH UQ + v est l'unique solution de (NLSH) dans l'espace e~ ltH Uo + B— S , b (0, R) si 
et seulement v est l'unique point fixe de L dans l'espace B— e ,b(0,R). 

Selon les théorèmes 65 et 66, il existe une constante C > telle que 
\\L(v)\\^<C(\ 3 + \\v\\ 3 b ), 

T X T 

\\L( V1 ) - L(v 2 )\\-s Tb < C\\vx - V2\\^s, b {\ 2 + IHI 2 ^ + INI^*)- 
Ainsi, si A < — ^ alors L est une application contractante de l'espace complet 

î n 



B—s,b(0, 2 y ^) e t admet donc un unique point fixe. 
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Theorem 68 Soit | < s < 1 alors il existe deux constantes C, c > telles que si 
u G Eo(X) avec À < afors il existe une unique solution globale à l'équation (NLS) 

avec donnée initiale uq dans l'espace e ltA UQ + Bx"(0, 

La constante C est donnée par les théorèmes 65 et 66 et la constante c par la proposition 
21 

Preuve. Soit u donnée par le théorème 67 et définissons 

1 \ 3/2 /, 

1 \ / 1 ,„ s X 



ù(t, x) = ■ X u - arctan(2t), , x . 

D'après le théorème 20, comme u est solution de (NLSH) sur ] — T,T[ alors û est solution 
globale de (NLS). 

Ainsi, pour obtenir le théorème, il suffit de remarquer que 

3/2 



(e lt *u )(t,x) = —== x (e~ ltH u ) - arctan(2i), 



,Vl + 4t 2 / v ; V 2 Vl + 4t 2 

et d'utiliser la proposition 24. Kl 

L'existence de solutions étant prouvée, on démontre ensuite qu'elles sont uniques. 
Theorem 69 Soient i < s < 1 et u € E (X) avec A > alors si ù\ et û 2 sont deux 
solutions de (NLS) de l'espace e ltA uo + X s , alors 

ùi = û 2 dans C°(R,L 2 (R 3 )) 

Preuve. Il suffit de montrer que ûi(t) = Û2(t) pour t > (on remarque que X{(t) := 
ùi(—t) vérifie i^f — Axi — —K\xi\ 2 Xi et on pourra faire la même preuve pour obtenir 
que Xi(t) = x 2 (t) pour t > 0, c'est à dire = ù 2 (t) pour i < 0). 

Pour tout t e R, 

9 t ||ûi(t) - û 2 (f)||| 2(R3) = 23Î (< 9 t (ûi(i) - û 2 (t)),ûi(t) - û 2 (i) >l 2 (r 3 )xl 2 (r 3 )) 

< 2| < |Ùl(t)| 2 Ùl(t) - |Ù 2 (t)| 2 Ù 2 (t),Ùl(É) - Û 2 (t) >L2( R 3) xL 2( R 3) | 

< 2||ûi(t) - MVÏÏL'p?) x II |ùi(t)| 2 ùi(i) - |û 2 (i)| 2 ù 2 (i)|| L 2(R 3 ) 

< 4||ûl(t) - Ù 2 (i)||i2 (R3) X (||Ûl(t)||ico (B S) + ||«2(*)||ioo (B .3 ) ). 

Par le lemme de Gronwall, le théorème est démontré si ||wi(0IIl°°(r 3 ) + ||t*2 (*)Mx,oo (k.3) e 
iL(^ + )car||û 1 (0)-û 2 (0)|| 2 2(R3) =0. 

Le théorème est donc clair puisque grâce à la proposition 22, 

ll"i||i 2 (R,L~(R 3 )) < ll eî * A- «o||L2( RiL oo( R 3)) + ||Wi||l,2(R,L°°(R3)) 
< C(||e ltJÏ 'tto||l,4([_27r,27r],I, 00 (R 3 )) + ll«i||x=) 

<C(\ + \\vi\\ X '). B 

On prouve ensuite que les solutions construites diffusent en oo et — oo. Pour prouver ce 
résultat, commençons par établir un lemme préliminaire. 
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Lemma 70 Pour tout t € R et x € R 3 , on a 
e îtA F(iarctan2t, .) j (t,x) 



| X 3 / 2 /! 

x (e- ztH F(t, .)) - arctan(2i), ) x gi+« 2 . 



,Vl + 4tV V ' /7 V2 ' v ' Vl + 4t 2 

Preuve. Rappelons la formule de Mehler, pour t e] — T, T[ et x G R 3 , on a 

Par conséquent, 

1 \ 3/2 



( , 1 1 x {e- ttH F{t, .)) f ^ arctan(2t), - g 

/" >(*-«) 2 (\ \ 

x e 44 F - arctan(2i), y dy 

JR 3 V 2 / 



= ^e îtA F(iarctan2t,.)j (M)- K 

Theorem 71 Soif û l'unique solution de (NLS) construite dans le théorème 68, alors il 
existe L + € H (R 3 ) et L_ G iî (R 3 ) deux fonctions telles que 

lim ||û(i) - e itA u - e îtA i+||^(R3) = 0, 
lim ||û(i) - e itA u - e itA L_\\ HS{n3) = 0. 

Preuve. On a montré que 

/ e- î( *- ;s)ff Fcos(2s)V(s)|V(s)e _î;sif uo + «(s)| 2 (V'(s)e- î;sH uo + «(s)) 
Jo 

eX s T b . 

Ainsi, par le lemme 18, 

-uh f e i»H Kcoa (28)il>{8)\il){8)e- UH uo + v(s)\ 2 (ij( S )e- lsH u + v(s)) ds 
Jo 



-te 

Jo 

i0n T^l Tt s /to3\ 



G C Q—T,T], H (WL )). 
Et donc, il existe une fonction L e H' S (R 3 ) telle que 



lim 

t-¥T 



= lim 

t->-T 



■■ lim 



L - le - "" / e îsH Fcos(2s)^(s)|V(s)e- î;sff wo + v(s)\ 2 (^(s)e- lsH u + v(s))ds 
Jo 

e itH L - i [ e lsH Kcos(2s)^(s)\iP(s)e- lsH u a + v(s)\ 2 (ip(s)e- isH u + v(s))ds 
Jo 

e lTH L - i f é sH Kcos{2s)i){s)\i){s)e- isH u + v{s)\ 2 {^(s)e- tsH u + v(s))ds 
Jo 

= 0. 

40 



H 



H' 



H' 



Or, pour t G [— T, T], 

U (t) =e- îtH M 

-ie- îtH / e isJÎ Kcos(2s)V(s)|V(s)e" isiî Wo + w(s)| 2 (^(s)e~ îsH u + «(s)) ds. 



Donc, par le lemme 70, on obtient 
û(t) = e îtA u 

,i*A 



/■■| arctan 2£ 

-i / e îsff ^cos(2s)V'(s)|V'(s)e" îsH Mo + v(»| 2 0Ms)e~ îsH u o + «(s)) ds 

Jo 

= e itA u + e itA F{t), 



avec 



t— >oo 

Et le théorème est démontré avec 



lim ||f(t)-e*^L||5. (R8) =0. 



L+ = e lTH LeH (R 3 ), 



car 

„itA 77/j.\ „itA 



lim \\e itA F(t) - e ltA L + \\ HS{R3) = lim \\F(t) - L+|| H 



(R3) = nm ||^ - iî a (E 3 ) 

<Clim ||F(t)-L+|| 5 . {Il s ) =0. 



Enfin, pour conclure cette partie, on démontre que le flot de l'équation est lipschitzien 
en un certain sens. 

Theorem 72 Soient uj, Uq G E (X) avec A donné par le théorème 68 et soient ûi,û 2 les 
solutions de (NLS), alors il existe une constante C\ > telle que 

\\ûi - Û2\\x° < C\\\ul - UqIU 2 (R 3 )- 
Preuve. Grâce à la proposition 23, il suffit d'établir que 

IK - HljfO < C\\\ul - UolU 2 (E. 3 )- 

Rappelons que 

u l {t)-u 2 {t) = e- itH {ul-ul)-iili{t) f e~ t{t ' s)H ij(s)Kcos2sx {\^{s)e' lsH ul + Vl {s)\ 2 

Jo 

* (^( S )e- îsH ^ + Vl (s)) - \xb(s)e- lsH u 2 + v 2 (s)\ 2 ^(s)e- lsH u 2 + v 2 (s)))ds. 
Ainsi, en utilisant les estimées de Strichartz et par la proposition 12, le fait que 

IHIl 2 ([T,T],L~(R 3 )) < ll«i|| i 2 ([ _ ri ri i wr».» (R 3 )) < C|I"»IIjcJ» < cx > 

on obtient 

- < C(\\Uq ~ Uo||l2( R3 ) + \\vi - «2||l~([-T,T],L2(R3))) 

1 + ^ ll eî *' ffu olli 2 ([-27r,27r],L^(E 3 )) + I K 1 1 1 2 ([-T,T] ,L~ (R 3 )) 
3 = 1-2 



< 



CX (\\u - U \\ L 2 {n3) + \\vi - V2||l~([~T,T],L 2 (R 3 )))- 
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Ainsi, pour prouver le résultat, il suffit de montrer que 

\\vi - W2||l°°([-t,t],l 2 (r 3 )) < C\\u\ - Uolk 2 (R 3 )- 

Mais comme 

id t Vi - Hvi = Kcos2t\ e - ltH ul ) + v l \ 2 * (e _itH uj + v t ), 

on en déduit 

dt\\v 1 (t)-v 2 (t)\\ 2 L2{m 
= 23Î (^J d t ( Vl (t) - v 2 (t)) . v 1 (t)-v 2 (t^j 

= 2$l(-iK cos2t * ( {\e- itH ul + v 1 \ 2 {e- itH ul + v 1 ) 

- \e- itH ul + v 2 \ 2 {e-' ltH ul + v 2 )) . v x {t) - v 2 {t) dx) 

< \\vi(t) - V 2 (t)\\ L 2 {R3} 

x || \e- UH ul + Vl (t)\ 2 * (e- itH ul + Vl (i)) - \e- UH ul + v 2 (t)\ 2 * (e"^ + v 2 (t)) \\ L 2 {R3) 

< \\vi(t) - v 2 (t)\\ L 2 {R3) x (\\v 1 (t) - v 2 (t)\\ L 2 (R3) + \\ul - ul\\ L 2 (R3) ) 

x I X] ll eî * ffM olli~(R3) + ll u illi°°(K.3) 
y=i>2 

Ainsi, on a établi 

dtWMt) - v 2 (t)\\mR3) < i\\vi(t) - v 2 (t)\\ L 2 (R3) + \\ul - u 2 \\ L 2 (R3) ) 



X 



^ \\ eltH u o\\i°° (m, 3 ) + ll w illi°°(R.3) 



Finalement, en utilisant le lemme de Gronwall, on obtient 
\\V1 ~ V2\\l°°([0,T.]L 2 (R3)) < C|l u o ~~ u olU 2 (R 3 ) 

X] ll e * tff "ollï,2 ( [_2x,2^],L°o(IR3)) + ll t '3lll,2([_ r>r ] >t oo (E 3 )) 

x e 3=1 - 2 

< Ce CA2 x \\ul-u 2 \\ L 2 {R3) . H 

7. Estimation de la régularité de la donnée initiale aléatoire 

Dans cette partie, on estime la régularité de la donnée aléatoire en démontrant des 
estimée de types grandes déviations. En particulier, on établit que Uq e (J Eç,{n) u 

presque sûrement. On supposera que g n ~ A/c(0, 1) ou g n ~ $(5) car dans ce dernier 
cas, il suffira de remplacer w par e* u pour revenir au cas où ^ ~ B{ 2 )- 

On définit pour i > 0, 
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fit - e n/||Uo HïT^S) < *i Il [ eî ' ffu o] 2 llL4([-27r,27r]jr(R3)) - ^ ' 

|| [e ltH U^f \\ L 4([-2n,2n],W(B?)) ^^'Q ll A A r ( eî * ffu o)IU 4 ([-2^,2 7r ],L~(R3)) < tN~ 1/6 , 

n HA^(e^)|| iR([ _ 27ri2x]iWS , 4(R3)) <tAT-V*) 
et l'objectif de cette partie est de démontrer le théorème suivant : 

Theorem 73 II existe deux constantes C, c > telles que pour tout t > et u a e 

ïT(]R 3 ) 7 



P(ft t c )<Ce "" 'W 3 > . (29) 

On commence par établir des inégalités de type chaos de Wiener dans le cas où g n <~ 
A/c(0, 1) ou 5„ ~ Pour cela, on introduit deux définitions et on démontre 3 lemmes 

préliminaires. 

Définition 74 Pour p <G IN*, on définit 

A 2p = {o- e S 2p I a 2 = Id et a(i) ^ i, Vi{l, ..,2p}} , 

et pour p G IN* et a £ A 2p , on pose 

l(a, p) = {i €{!,..., p} / a(2i) = 2i-l}. 

Lemma 75 Soit X n , n G IN une suite de variables indépendantes telles que E(X 2k+1 ) = 

pour tout tel, alors pour tout 2p-upplet (m, ...n 2p ) e lN 2î> ; 

si E(X ni x ... x X„ 2p ) 7^ alors il existe une permutation a S A 2p telle que 

»V(») = «*, Vz e {l, ..,2p}. 

Preuve. Le lemme se démontre facilement par récurrence sur p. M 
Lemma 76 71 existe une constante C > ieZZe gue pour tout p e M* , 

CW(-4 2p ) < (Cp) p . 

Preuve. Il suffit d'utiliser la formule de Sterling. En effet, on a 

Card(A 2p ) = (2p - 1) x .... x3xl=g< (C p )P. ® 
Définition 77 On définit 



l 2 = { c = (c„, m )„, m G J-(1N x M) / ||c|| Z 2 := I e ™,™! 2 < 00 



ef 

l 



1 = je = (c n , m )„, m G J"(IN x IN) / Hcll;-! := l c «.«l < °°| 



Lemma 78 Pour tout p eW , a E A 2p et c 1 , c 2 , ...c p dans ï 1 n l 2 , 



v 



E I4,n 2 l - K^nJ < Il H C 1I^ X II ^ 
ni,...,n2 p , i— 1, i— 1, 



< 



;ez(<r,p) i£T(c,,p) 

i v 
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Preuve. La seconde inégalité est triviale à partir de la première. On démontre cette der- 
nière par récurrence sur p. Les cas p=l, p=2 et p=3 sont clairs. Soit p > 4 et supposons 
le résultat établi pour q E {1, ...,p — 1}. 

-Cas l(a,p) ^ 0. 

Si p G T(a,p) alors il existe une permutation a' = a\{i 2(p-i)} <= -^2(p-i) telle que 



/ 



V le 1 I \c p 



n 2p I 



ni ,...,n 2p , 



^ y l C rii,n 2 l •'• \^n 2p - 



3,ri2p-2 I 



rai,...,ra 2 (p_i), 



X C F 



et le résultat est prouvé par récurrence en remarquant que I(cr',p — 1) = T{a,p) \ {p}. 
Sinon p I{a,p) et il existe un entier i G {l,...,p— 1} tel que i G l(a,p). 
Dans cette situation, posons 



7 : {1, 2p} \ {2i - 1, 2z} -> {1, 2p - 2} 



fc 

2p- 1 
2p 



i ^ 2i-l, 



3ifc^{2p-l,2p}, 



r = °1{i,...,2p}\{2i-i,2i} et cr' — 7 o r o 7 1 pour obtenir que 

^ ^ l C ni,n 2 l '•• l C n 2p _i,r 



,n 2p I 



ni,...,n 2p , 



= ( l C n!,n 2 l ■■■\&rwn\---\ C n 2p -3,n 2p -2 I I C «2i-l ,r» 2 j I ) X H C Hf 1- 

^ni,...,n 2 (p-i), ' 

Remarquons que a' £ ^Wp-i) et que l(a',p — 1) = I(cr,p) \ {i}- Ainsi, nous pouvons 
appliquer l'hypothèse de récurrence à c 1 = c 1 ,...,*;* = c p ,...,c p_1 = c p_1 et le résultat 
suit. 

Cas l(a,p) = : 

Nous devons prouver que 



ni,...,n 2 p, 

"<T(i)="i 



1=1 



Ainsi, on remarque que le rôle des à est symétriques et qu'il est donc possible d'inter- 
vertir leurs positions. Par conséquent, il est possible de supposer que a(2p) = 2p — 2 et 
a(2p - 1) = 2p - 3 ou 2p - 4. 



Sous-cas a(2p) = 2p - 2 et a(2p - 1) = 2p - 3 : 

Il existe une permuation cr' = 2(p-2)} G -^2(p-2) telle que 
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y / l c rii,n 2 l ■•• l C n2p-l,"2 P l 



ni,...,n,2 P , 



E 



le 1 I \c p ~ 2 I 



ni,.--."2(p-2)> 



/ j n,k n,k' 
n.k 



Puis, il suffit d'utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'hypothèse de récurrence pour 
prouver le résultat. 

Sous-cas cr(2p) = 2p - 2 et a(2p - 1) = 2p - 4 : 

Posons T = tr|{i ) .. ) 2p_5}U{2p-3}! 

7 : {l,...,2(p-2)} -+ {l,..,2p-5}U{2p-3} 
fc i-> fe si k G {1, ...,2p- 5}, 

2p-4 i y 2p-3, 
et cr' = o t o 7 e -4 2 (p-2)- 

Comme 2p - 4 = o-'(2p- 4) 2p - 3 = cr(2p - 3) et ct' = a sur {1, 2p - 5}, alors 



^ y l C ni,n 2 l '•• \ C n 2p -i,n 2 p\ ^ ] ^ y l C n 



| c P-2 I IgP-l I | C P 



ni ,r^2 1 "* I 7i2p-5,ml rii2p-4,« I m, ni 



ni ... . ,n2p, 
"<,(«)=«« 



ni,.-->«2(p-2)i 
<V (4) =»< 



Puis, grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 



_5,ml l"n 2 p-4,™l 



I e ™.™! — 4/E l C "2 P -5,"i| 2 - E l C "2p-4,"| 2 X ll cP | 



l 2 , 



pour ensuite appliquer l'hypothèse de récurrence à p— 2, a' G ^2(p-2) et c 1 = c \ c p 3 = 
C p- 3 et 



50 2 = JZiOxEKn 1 ! 



Il est important de remarquer qu'il n'est pas clair que l(a',p— 2) = et qu'il est possible 
que p — 2 G X(a',p— 2). On obtient alors 

p-3 



e k,j - Kp-x^i ^ n x ii^H'i x n cp ii' 2 ' 



,n 2 1 ■■' I n 2 p-i,Ji2p 
ni,...,n2p, i— 1 

»V(»)=™« 



où Zj désigne la norme l 2 ou l 1 . 
Finalement, pour conclure, on note que 



\\^- 2 \\p - il/E \& x e Kn\ 2 \\v = r -2 ^ x IlOk 

y m n 

et par l'inégalité de Cauchy Schwarz que 



l|5 p - 2 | 



/ElO-ElC 1 ! 2 !!^!^" 2 !!^!^" 1 !!' 2 - 
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Ce qui achève la récurrence. 



Maintenant, grâce aux lemmes 75, 76 et 78, on peut démontrer les estimées de chaos 
de Wiener qui nous serviront à estimer P(f2£). 

Proposition 79 Supposons que g n ~ A/ïc(0, 1) ou g n ~ jB(^) aZors existe une constante 
C > ieiZe gîte pour tout q > 2 et (c n ) n G Z 2 (M), (c„ im ) n . m 

C n ,m,k)n,m,k € 

Z 2 (M x IN x IN), 



^c„x 5 „(u;) <Cxç2 X /^|c„| 

neH L«(fî) V riëW 



(30) 



X] C «,™ X S" M X Sm(w) 



<Cxçx /E I e ™.™! 2 + L E l c "'"l 



ri.mÉl 



(31) 



E Cn,m,fc x g n (u>) x # m (w) X 0fc(w) 



<Cxf x I / X | 



(32) 



+ Lx ( X JE i c -w«i 2 + E , E k™,«i 2 + E JE i 



Oît 



dans /e cas Gaussien complexe, 

1 dans le cas Bernoulli (ou Gaussien réel). 
Preuve. 

1- Dans [BT2], il est montré que si 

30 > 0/Va e R et h e I, P(e Q9 ") < e io? , (33) 

alors (30) est satisfait. Ainsi, (30) est vérifiée puisque (33) est satisfait si g n ~ 7Vr(0, 1) 
ou g n ~ 

2- Pour le cas Gaussien, d'après [TT], proposition 2.4 (Wiener chaos estimâtes), il existe 
une constante C > telle que pour tout q > 2, 



E c„ :m xg„(u;)xg m (w) 

n.mSlN 



< Cxqx 



L«(fî) 



y c„, m X5 n (w)x.g m (w) 

n,m6lN 



L 2 (Q) 



(34) 



Or 



El Cn,m X 5„(w) X # m (w) 



L 2 (Q) 



< 



E c„, m x c„' im ' x P (.a„(cj) x 5 m (w) x g„'(w) x flw(u/ 

E M+ E M+ E M+ E 

n— n'— m— m'ÇlN n— n' ,m= m 7 G IN n— m.n'— m'GlN n— m'.n'— m£lN 
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Mais 



Y Cn > m x Cn '> m ' x E (-9™ M x g m {u) x g n >(u)) x g m >(uf) 

n—n'—m—m'Çi^i 

\c n , n \ 2 E(\g n (u;t) 



< V le I 2 

n,m6ÏJ 



et en utilisant que E(g n (uj) 2 ) = 0, on trouve 



E 

n— m.n'— m' G IN 



,m x Cn> t7n i x E (#„(w) x g m (u) x g n /(w) x g m >(u}f) 

Y l c «.«l x l Cm < m l x s (^M 2 x s™( u ) 2 ) 

n,meK 

^|c n ,„| 2 xi;(| ffn ( w )| 4 ) 



< V le I 2 

— / J |^n,m| • 



Ainsi (31) est démontrée dans le cas g n <~ A/c(0, 1). Nous pouvons procéder de la même 
manière pour obtenir (32) puisque l'inégalité (34) est vraie pour un produit quelconque 
de variables aléatoires. 



3- Dans le cas Bernoulli, démontrons (31). Nous pouvons limiter la preuve au cas où 
q = 2p avec p G IN*. Il suffit alors de montrer que 



n.mÉl 



2p 



2p 



C n,m X g„(u) X g m (u) < (Cpf P X / ^ |c„, m | 2 + ^ \°n,n\ 



Nous pouvons utiliser successivement les lemmes 75, 78 et 76 pour obtenir 

47 



= ^ ' c n 1 ,n 2 --- c n 2p -i,i 



2p 

L 2 P(fl) 



/ 4p 

IL 



ni ,...,n4p 



ni,...,n 4p \i=l / 



* E E 

<reA4 P ni,...,n,4 P , 
"„(<)=»< 



2p 



< Card(At p ) x I / E l c ™>™l" " > 



E 

nfElN 



2p 



n.mÉl 



Ce qui démontre (31). Pour obtenir (32), on peut remarquer que le lemme 78 reste vrai 
pour un produit de 3 variables aléatoires (il suffit de faire la preuve avec des suites de 3 
variables). Kl 

Preuve du théorème 73. 

p(n?)<p(wen/|K||^ (Il s ) >t) 

+ p ( w e m \z ltH <] 2 Wmw^.Wim) > * 2 ) 
+ p(ueQ/\\ [e^<] 3 \\ LHW7r] . Wim) > t3 ) 

+ P ( U { w e ^/l|Aiv(e i * H 0|| L 4 ([ _ 27r;27r]iL oc (R 3 )) > W- 1 / 6 } ) 



+ pl\j{Loen/\\A N (e UH u ; 

\N 



JllLH([_27r,27r],W s,4 (R3)) 



-1/4J 



ainsi il suffit d'établir la majoration (29) pour chacun des termes. Effectuons la démons- 
tration pour le second et le quatrième terme (pour les autres termes, la démarche est 
identique). 

1/ Cas || [e ltH UQ] 2 || i 4 ( [_2 7r ,2 7r ],"H' s (R 3 )) - t2 : 

Comme se]|,| + u[, il suffit d'obtenir le lemme suivant : 

Lemma 80 Pour tout e > 0, il existe 2 constantes C, c > telles que pour tout t > et 
u a eH a (R 3 ), 



(weîî/H 



\e UH u^ 2 



0J ML4([-2^],7r +1/2 - 2t (R3)) ^ l 



! ) < Ce 



ll " 0ll 7f"(E3) 
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Preuve du lemme 80. Remarquons qu'il suffit d'obtenir l'estimation pour t > CH^oll/j"^)- 
Grâce aux inégalités de Markov et Minkowski, on obtient pour q > 4, 



P(« G fi/|| [e«*<] 2 \\ LH[ ^ lW+ ^ (m) > t 2 ) 

< P( W G n/|| ^/ 2 +V4-e [e itH <]2 ||^ 4([ _ 27ri27r];i2(R3)) > **) 

< f~ 2,? X B fil 77^/2+1/4-6 r itH mj-12 ng \ 
- l X ^ \JI 11 \y "OJ llL4([-27r,2 7 r],L 2 (R3)) y l 

< f~ 2q x II 77^/2+1/4-6 r itH wi2 119 

- 1 X II n l "0 J llL<!(0,L 4 ([-27r,27r],L 2 (]R3))) 

< /~ 2 9 X II 77-^/2+1/4-6 r itJÎ wl2 ||9 

— C x II F "OJ IIl 4 ([-2tt,2t],L 2 (R 3 ,L<!(0)))- 

Puis, par (31), on établit 

M TTCr/2+1/4-e r itff ,wl2 || 

II H ' I e u o\ \\Li(n) 



< 



< 



< 



H< j/2+l/4-e 



n.mSlN 



e lt ^ +X ^c n c m h n (x)h m (x)g n (u)g m (u;) 
£ e «(^+^) c „ Cm x 7J-/2+1/4-6 [z^)/^)] x g n ( U )g m ( U ) 

,meff 

Cx?x ( / E l c «l 2 l c ™l 2 l H°l*+V*-< [MaOMa:)] I 2 

+L^| Cn | 2 i^/ 2 +v4-6 [ft 2 (x)]| y 

, , - IV / 



Li(n) 



L«(Q) 



Prenons L = pour simplifier les calculs (le terme avec L=l s'estime de la même façon). 
Par l'inégalité triangulaire, on trouve 



P(we fi/|| [e ltH u%} 2 



'L 4 ([-2ir,2ir],H' 



■ + 1/2 - 2î (R3)) ^ É 



J2 K\ 2 X | Cm | 2 X | /J-/2+1/4-6 [/,„( x )/, m ( x )] 



9/2 



L 2 ([-2x,2Tr],L 1 (R 3 )) 



: fêV * ( £ l C ™| 2 X I e ™' 2 X II ^ /2+V4 - £ [AnWftmW] lli 4 ([-2^],L 2 (R 3 



9/2 



, n.mEB 



Puis grâce à la proposition 27 avec <5 = e, on arrive à 



H a/2+l/4-e [K{x)hm{x)] 



li 4 ([-2îr,27r] : L 2 (R 3 )) < Ce x max(A n , A m ) 2i - a e) 
< C x max(A n , A m ) 2,T . 



Et finalement, on a 
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HL4([-2^],7r +1/2 - 2£ (R3 )) > i 



2 ) 

9/2 



< 



< 



Cq 
t 2 



y ] \ c n\ 2 x | c m| 2 x max (\u\i 



\2cr 



Il suffit ensuite de choisir q — =777, — Ira > 4 puisque t >• 1 pour conclure . Kl 

II/ Cas ||Ajv[e îtH Uo]||i,4([_27r,27r],i 00 (R 3 )) > N~ x l & t : Commençons par établir le lemme 
suivant : 

Lemma 81 Pour toutpi,p 2 G [2, 00 [ et e > 0, il existe deux constantes C, c > telles 
que pour tout t > 0, N > 1 et u £ H* e (R 3 ), 



P(cue m^N(e UH u^)\\ LP1{Wnlw ,, P2{R3)) > tN- 1 / 6 -^) < Ce " A ~ ( "<">"*— ce». 
Preuve du lemme 81 Quitte à remplacer u par An(uq), on se ramène à démontrer que 



P (u G n/||AVe itH <)|U M [-2.,2.],^(R3)) > t JV-V6-«r+2^ < Ce N«oll^_ e(R3) _ 

Comme pour le lemme 80, il suffit de prouver l'estimation pour t > C\\u \\-^<r- t 
Grâce aux inégalités de Markov et Minkowski, on obtient pour q >p\,pi. 

P (w G n/\\A' N (e itH u%)\\ L „ {[ _ 2Vi2vhw ^ 2{n3)) > tN- 1 ' 6 -^) 



< 



< 



< 



' N l/6+*-2e x ^(||A^ v (e^O|| L P 1([ _ 2 ^ 2x] ^..P 2(R 3 )) )' 



jyl/6+cr-2£ ^ 1 
t 

jyl/6+<x-2e\ 1 
t 



x \ \H £ / 2 A' N (e ltH u%) 



lL«(fi),LPi([-27r,27r]),iP2(R3) 



*0 y Mlpi ([-2ir,2ir]),LP2(R3) ii9 (f2) ■ 



Or, d'après (30), 

||iî e / 2 A^(e^^)|| Lg(0 ) < 



< 



E ^ (^) Ke itXl c n h n (x)g n (uj 
E <(>(§>) Ke itX "c n h n (x)g n (u;) 



Li(n) 



L«(fi) 



Alors, par (5) et (6), on trouve 



1 



A?, 
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|if e/2 A^(e îtff Wo)|| L p 1 ([_ 27 r,27r]),LP2(R3),L<! 



(fi) 



< C x y/q X 

< C X y/q X 

< C X yfq x 



A„~W 



E M#) xA^x| c „| 2 x|^(x)P 



1/2 



LPl/ 2 ([-27T,27r]),LP2/2(R3) 



\ 



A„~AT 



< C x y/q x N- a - 1/e+2e x 



E (§>) >< ^ >< M 2 



\ 



A„~AT 



< 



C x x N-^ 1 /^ x \\A' N (u )\\ w 
< C x y/qx AT-^-i/6+2 £ x || Uo ||_„_ £ 



N 2 

- £ (R3) 



Finalement, on a pour tout q > pi,P2, 



p(u£m*N{j tH o 



lLPi([-27r,27r],W e -P2(R3)) 



> iAT~ 1 / 6 ~ "+ 2e 



< 



E (R3) 



Il suffit alors de choisir q = ^ 4C || Mo ||_ g — — ^ > Pi,P2 pour prouver le lemme 81. 
Ensuite, pour p 2 = f + e , on a 

W € ' P2 (R 3 ) ^ i°°(R 3 ). 

Ainsi pour tout pi e [2, oo[ et e > 0, il existe deux constantes C, c telles que pour tout 
t > 0, N > 1 et M e ïT^OR 3 ) 



P (a, G O/IIA^e^lU^^^^RS)) > tJV-V6-+2^ < Ce n^c-oii^..^, 

Ensuite, nous pouvons choisir p! = 4 et utiliser que | |Ajv(uo)| I— < ^"^II^oIIt?»,-!,».. 
pour obtenir pour tout e > l'existence de deux constantes C, c > telles que pour tout 
t > 0, N > 1 et M G H a (R 3 ), 

cN 2(<T-e) t 2 



P(uje ^/||A w ( e ^M J )IU*([-2^2 7 r],L»(R3)) > tN^) < Ce ""°"™>. (35) 

Nous devons prouver qu'il existe deux constantes C, c > telles que pour tout t > 0, 
> 1 et u G ^(R 3 ), 



P (U e fi/||A J v(e îtH <)|| L 4 (h27r!2T]ii o 0(R3)) > tJV-VeJJ < Ce n«oii^ (R3) _ (36) 
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Depuis 

P (\J {lo e 0/||A^(e itiî <)|| i 4 ([ _ 27ri27r];i oo (R 3 )) > tN- 1 ' 6 }^ < 1, 
il suffit de montrer (36) pour t > C\\uo\\-^" ^ R 3y 

On pose a — ^ C || Mo || t _ g ^ 3) ^ et en choisissant e < a dans (35), il suffit de montrer 
que 

V<5 > 0, 3 C, c> 0/ Va > 1, ^ e""^ < Ce- CQ . (37) 



N 

Or 

N k>l J ° Jl 



1/2 y 

00 ~-t A+ 0<5 



-dy 



f°° e- az dz f°° e-*dt 2 à _« „ 
J (1 /2)s z à J a (i/2)s t à àa 



_ ^ ^ -COL 

'(1/2)" 5 z Ja(l/2) s 

et (36) est prouvé ainsi que l'estimation du terme dans le cas II. 



8. Preuves des théorèmes 

8.1. Preuve du théorème 4 

Pour montrer le théorème 4, il suffit de montrer que pour tout t > 0, P(O t ) > 0. Pour 
cela, on commence par établir qu'il suffit de montrer le résultat pour un nombre fini de 
termes dans la donnée initiale. On commence par introduire la définition suivante : 
Définition 82 Pour u = c n h n (x) une fonction de L 2 (R 3 ), on définit pour K E W , 

[uq]k = ^ c nhn(x), 
\ n <K 

[UÇ)] K = C nK{x). 
\ n >K 

Pour ensuite énoncer le théorème. 

Theorem 83 Pour tout t > et a G]0, 1], il existe un entier K G IN* tel que 
P(îît) > (l-a)x 



Uluo G H a (R 3 )/\\ [u ]K\\ W(m < g, Il {e ltH [u ] K f Wn^^W^)) < ^ 

3 t 3 

Il (e* [uq\k) llL 4 ([-2 7 r,27r],"H' s (E.3)) < y 

f tN~ 1 / 6 '} 
fl \ \\ A N(e ltH [u } K )\\ L * {[ _ 27r ^ L ~ (m) < \ , 

TV ' 

n{HA.(e^HK)|| in(h2 ^ 2w] ^. (R3)) < } 
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Preuve. Par indépendance, on trouve 

PÇh) >n(\\ [uo] K \\ W{R3) < \, Il (e itH [u ] K ) 2 \\ LH[ _ 2 ^ W{m) < t 

K f3 
Il ( e ' i u o] ) llL 4 ([-27r,2 7 r],"H' s (R 3 )) - 2~ > 



JV 



n{l|A^(e^K] K ; 



f 



lL 4 ([-27r,27r],L°°(R 3 )) 



< 



2 



L«([-27r.27r],W s,4 (R 3 )) - Ô 

JV ' 



n{||A^(e^H^ 
( t t 2 

X A*( Il Nk|l7T(R 3 ) < 2> H (e^Miï) 2 llL4 (h2T ,27r],ïf" s (R 3 )) ^ 2"' 

3 * 3 

Il (e* [Uû]«-) llL 4 ([-27r,27r],"H' s (R 3 )) - "2"' 

P| |||A7v(e îtff K]/f)||L 4 ([-27r,2 î r],L~(R 3 )) < ^ j 



f| 1 ll Aw ( eî ' H [ U 0^)llL«([-2.,2,r],W s - 4 (R 3 )) ^ 



JV 



2 



Notons par Pt,if le premier terme probabiliste de cette inégalité. Alors par le théorème 
73, pour tout t > et K e W, 



Pt.K > 1 -Ce " [ " o] n H'(^) 

avec 

if Il2 



Par conséquent, il existe bien un entier non nul if tel que Ce «"(r 3 ) < a g] 

Remarque : Dans ce théorème, s'il existe a' > a avec u € iï" (K- 3 ) alors nous pou- 
vons choisir 

/log(£) 

M > Huoll^'^3) x V H~ P° ur avolr P MK-i°'-°),K > 1 - a. 
Puis, nous pouvons choisir if > (^) pour obtenir 

i\_ff > p mk-^'—\k > 1 - «• 
1 

/lluoll— „' , /loeCS'l \ " 7 -" 

Et finalement if = g t (B ' x \J ' satisfait le théorème 83. 



Enfin, on démontre le résultat pour un nombre fini de termes dans la donnée initiale. 
Proposition 84 II existe une constante C > telle que pour tout if e IN, 

| w e 0/ Ç Aric„| 2 | 5 AM| 2 < Ç| c { w e K]k||^ ( r3) < ^} , (38) 
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* 2 1 

c A 



t 2 



^ = f| {" e "/H (^K]k) 2 ll^ (h2 ., 27r] ^ ( K3)) < y) , (39) 

fl f e "/H («^KM 8 IIlm-^lB-cr.)) < y} . (4°) 
f| f) L e fi/||A jV (e^K]^)|| L 4 ([ _ 27r>27r]iL oc (]R 3 )) < ^- 1/6 | , (41) 

N ' 

Preuve. On remarque qu'il existe deux constantes Ci,C 2 > telles que Cinï < A 2 < 
C 2 n3 puis que |{A„ < < Ci-T 6 . Le résultat suit alors grâce à la proposition 25 et à 
l'inégalité de Cauchy-Schwarz. [S 

Preuve du théorème 4- Par le théorème 83 et la proposition 84, il suffit de montrer 
que pour tout entier K > 1 et réel t > 0, 

P ^ e fi/ £ A^lcl^MI 2 < j > °- 

Mais, par indépendance, 

t 2 



P wefi/ £ A 2CT |c„| 2 | 5 „H| 2 < 



>P[ f) <U e fi/| ff „M| 2 < 



2 



>o, 



> n p g fi/ign(^)] 2 < ô^ct — ) 

car pour tout R > et n e M , e fi/|s-„(w)| < iî) > 0. 

Remarque : Dans le cas Gaussien, comme 

P (oj E n/\g n (ij)\ 2 < R) =l-e- R , 

on en déduit 

54 



Par conséquent, pour a' > a, en utilisant la remarque du théorème 83, on obtient qu'il 
existe deux constantes R > et C > telles que si ||w || / > R alors 

H ( Iv ) 

8.2. Preuve du théorème 5 

En utilisant les théorèmes 68, 69 et 71, pour prouver (3), il suffit d'établir que pour 
tout A > 0, 

lim n x \ IKIbr^s) <??)=!. (43) 

En adaptant la preuve de l'appendice A. 2 de [BT4], on peut obtenir que 

et (3) est prouvé. 

Ensuite, pour obtenir (4), il suffit de montrer que pour tout A > et e > 0, 
lim Mi®M2 {uq e E (X),ul e E {\), ||ûi -ù 2 ||x" < e| ll u oll7r(R3) < ^ 

.II«oIIh" (R 3) <»?) = i- 

En utilisant le théorème 72, il suffit de démontrer que pour tout A > et e > 0, 

lim m <g)/i 2 (wj G £o(A),u§ e S (A)| ||Moll77"(R3) ^ »7> IKHtT^) < ^ = L 
Ainsi, il suffit d'établir que pour tout A > et e > 0, 

lim m <g)/i 2 (ul e £ (A) C | ||«oIIh"(rs) < V, \\ u o\\w ^ v) = o. 

Mais 

lim ^i®M2 (uJe£ (A) c | | Mollir (B.3) < »7, IKIItT(r3) < ^ 
= lim Mi ("o e ^o(A) c | llwJlb^RS) < v) = 0, 
et (4) est démontré. 

8.3. Preuve du théorème 6 

Pour prouver le théorème 6, il suffit de montrer que pour tout t > et a e]0, 1], il 
existe e > tel que P^l) > 1 — a. Ce résultat est clair en vu du théorème 73 puisque 

P{Cl e t ) > 1 - de '""""'W 3 ) > 1 - a si e « 1. 
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9. Généralisation du résultat 

Dans cette partie, on suppose la dimension d'espace d > 2 et on donne une généra- 
lisation du théorème 4. Si l'on suppose que la suite de variables aléatoires (g n )ne« est 
identiquement distribuée de mêmes lois gaussiennes complexes standards et que p est un 
entier impair dans l'équation (NLS), on peut alors établir le théorème suivant : 
Theorem 85 Soient a e]^ 1 - ^y, f - u G TT (R d ) et s e]f - -^,o- + \[ alors 
il existe un ensemble fl' C £1 vérifiant les conditions suivantes : 

i) P(îî') > 0, 

ii) Pour tout élément lj G O', il existe une unique solution globale ù à l'équation (NLS) 
dans l'espace e îtA uo(w, .) + X s avec donnée initiale Uq(oj, .). 

iii) Pour tout élément lo G fl' , il existe L + et L- G H (R d ) telles que 

lim ||û(i) - e îtA it (cj, .) - e itA L + \\ H s (nd) = 0, 
lim llû(i) - e ttA u (u}, .) - e îtA L_|| ff a/ R£i - ) = 0. 

Les points clefs de la démonstration du théorème 4 sont l'existence de l'estimée bilinéaire 
de type Bourgain pour l'oscillateur harmonique et la transformation de lentille, propriétés 
vraies en dimension quelconque plus grande que 2. Rappelons que les inégalités du chaos 
de Wiener pour les variables aléatoires gaussiennes sont établies pour une n-linéarité 
quelconque dans [TT]. Ainsi, dans la preuve du théorème 4, le fait que p = 3 intervient 
surtout dans l'application du théorème de point fixe de Picard. Vu que les arguments de 
bases restent vrais en dimension d > 2, ce dernier reste applicable pour p quelconque 
impair à condition de vérifier que ito(w, .) G L°°(R, L°°(IR' i )) lo presque sûrement (si on 
utilise deux fois l'estimée bilinéaire, les termes restants sont à évaluer dans Lf, mais 
pour p=3, il n'y a pas de termes restants), ce que nous expliquons ici. On peut montrer 
que 

e itH u Q (uj,.) G J L 00 ([-27r,2 7 r], W i+a ~'°° (R d )) lu presque sûrement. 
Grâce à l'inégalité de Minkowsky et les injections de Sobolev, on a pour tout e > 0, 

1 1 itH m ^11 itH 1 1 

||e Uo\\L°°([-2ir,2K],LP(R d )) S \\e Uo \ \ LpÇR<*,L°° ([-27r,27r])) 

< C\\e ltH uo\\ LP ^ R d Wl/p+t , p ^_ 27T 27l ^ 

< C\\H 1 / p+e e ltH U \\lp(R-i ,LP([-27r,2n-]))- 

Puis nous pouvons remplacer w par H%uo pour obtenir que 

\\e ltH u \\ Loca _ 27T27r] W ^p iRd)) < C\\Hï +1 / p+e e ltH u \\ L p(ii.'i,LP(i-2TT,2TT])) 

<C\\Hi +1 ^e itH uo\\ L P {l -2«,2«],Lp m ) 

- c ^ ttHu ^LP([-2^^],w s+2/p+2 '- p (R d )y 

Ainsi, si e > - alors 

' p 

l|e îtff W0|l LM([ _ 2T!2T] ^ + l/6-4 e ,oo (Kd)) < C\\ eltHu 0\\ Lx([ _ 2 ^ 2 ^ ] W « + l/6-3 c , P{Rd)) 

- C ^ tHu ^LP([-2,,2,].W' +1/6 - P (^)y 
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